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. log4 192 لتقريب قيمة log4 3 ≈ 0.7925 استعمل
192 = 64 × 3 = 43 × 3 log4 192 = log4 (43 × 3)

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN = log4 43 + log4 3

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG = 3 + log4 3

log4 3 ≈ 0.7925 ≈ 3 + 0.7925 ≈ 3.7925

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

. log4 32 لإيجاد قيمة log4 2 = 0.5 استعمل  (1  

ر أن قسمة القو ذات الأساس نفسه تكون بطرح الأسس. وخاصية القسمة في اللوغاريتمات شبيهة بها.  تذكّ
logb x = m , logb y = n إذن ، b m = x , b n = y افترض أن

  b
m
 _ 

bn   =   x _ 
y
  

iƒ≤dG áª°ùb á«°UÉN bm - n =   x _ 
y
  

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN log b b
m - n = log b   

x _ 
y
  

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG m - n = log b   
x _ 
y
  

Ö«JôàdG ≈∏Y logb x , logb y ø«àª«≤dÉH m , n øY ¢VuƒY log b x - log b y = log b   
x _ 
y
  

.¬«∏Y Ωƒ°ù≤ªdG ºàjQÉZƒd ¬æe É kMhô£e Ωƒ°ù≤ªdG ºàjQÉZƒd …hÉ°ùj áª°ù≤dG èJÉf ºàjQÉZƒd  :»¶Ø∏dG ô«Ñ©àdG

:¿EÉa b ≠ 1 å«M ,áÑLƒe á«≤«≤M GkOGóYCG x, y, b âfÉc GPEG  :RƒeôdG

logb   
x _ y   = logb x - logb y  

log2   5 _ 
6
   = log2 5 - log2 6  :∫Éãe

. log6 7.2 لتقريب قيمة log6 5 ≈ 0.8982 استعمل

7.2 =   72 _ 
10

   =   36 _ 
5
   =    6  2  _ 

5
  log6 7.2 = log6 (  36 _ 

5
  )

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN = log6 62 - log6 5

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG = 2 - 0.8982

log6 5 ≈ 0.8982 = 1.1018

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

. log3 4.5 ؛ لتقريب قيمةlog3 2 ≈ 0.63 استعمل  (1  

1äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN ∫Éª©à°SG

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN

2äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN ∫Éª©à°SG
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 _ pH  = log10   1  حيث [ +  H ] يمثل تركيز أيون 
[H+]

Ωƒ∏Y: يُعطى الأس الهيدروجيني للمحلول pH بالعلاقة:   

الهيدروجين بوحدة مول لكل لتر. أوجد تركيز أيون الهيدروجين في لتر من المطر الحمضي قيمة pH له 4.2.

أُعطي في المسألة صيغة إيجاد pH، وقيمة pH للمطر الحمضي. والمطلوب معرفة تركيز أيون   :º¡aG
الهيدروجين في لتر من المطر الحمضي.

. [H+]اكتب المعادلة وحلها لإيجاد  :§£N

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG pH = log10   1 _ 
[H+]

  

pH = 4.2 4.2 = log10   1 _ 
[H+]

  

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN 4.2 = log10 1 - log10 [H+]

log10 1 = 0 4.2 = 0 - log10 [H+]

§ u°ùH 4.2 = -log10 [H+]

-1 »a ø«aô£dG Óc Üô°VG -4.2 = log10 [H+]

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 10-4.2 = [H+]

 : qπ oM

إذن يوجد 4.2-10 أو 0.000063 مول من الهيدروجين تقريبًا في اللتر الواحد من المطر الحمضي.  

pH = 4.2 4.2 = log10   1 _ 
[H+]

  

 [H+] = 10-4.2¢VuƒY 4.2 = log10   1 _ 
10-4.2

  

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN 4.2 = log10 1 - log10 10-4.2

äÉªàjQÉZƒ∏d á«°SÉ°SC’G ¢üFÉ°üîdG 4.2 = 0 - (-4.2)

 4.2 = 4.2 �

 :≥≤ëJ

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

استعمل الجدول الوارد في فقرة "لماذا؟" وأوجد تركيز أيون الهيدروجين في عصير الليمون .   (3 

ر أن قوة القوة توجد بضرب الأسس، وخاصية لوغاريتم القوة شبيهة بها. تذكّ

.É¡°SÉ°SCG ºàjQÉZƒd »a ¢SC’G Üô°V π°UÉM …hÉ°ùj Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd  :»¶Ø∏dG ô«Ñ©àdG

¿EÉa ,b ≠ 1 å«M , x ,b ø«ÑLƒe øjOóY …CGh ,m »≤«≤M OóY …C’  :RƒeôdG
logb x m = m logb x

 log2 65 = 5 log2 6  :∫Éãe

48 ∫GDƒ°ùdG »a Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN øgôÑà°S

33äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN ∫Éª©à°SG

 øe á«°†ªM ôãcCG »°†ªëdG ô£ªdG
 øe ¿ƒµàj å«M ,»©«Ñ£dG ô£ªdG

 äÉ≤à°ûªdG IôîHCGh ,¿ÉNódG •ÓàNG
 . ƒédG áHƒWôH Égô«Zh á«£ØædG

 ,ájô©àdG øY ∫hDƒ°ùe »°†ªëdG ô£ªdGh
.√ÓYCG IQƒ°üdG »a ô¡¶j Éªc

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN
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log2 25 ب قيمة إذا كان log2 5 ≈ 2.3219 ، فقرّ

 5 2 = 25 log2 25 = log2 52

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN = 2 log2 5

log 2 5 = 2.3219 ≈ 2(2.3219) ≈ 4.6438

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

. log3 49 ب قيمة إذا كان log3 7 ≈ 1.7712 ، فقرّ  (4  

يمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات لتبسيط العبارات اللوغاريتمية.

. lo g  4   5
 √ �دون استعمال الآلة الحاسبة، احسب قيمة   64 

5   على صورة قوة 4 .
 √ �بما أن أساس اللوغاريتم 4، عبّر عن    64    

  5
 √ � 64   =  64    

1 _ 
5
   lo g  4   5

 √ � 64   = lo g  4  6 4  
  1 _ 
5
  
  

  4  3  = 64 = lo g  4  ( 4  3  )  
  1 _ 
5
  
 

 Iƒ≤dG Iƒb á«°UÉN = lo g  4   4  
  3 _ 
5
  
  

 Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN =   3 _ 
5
   lo g  4  4

lo g  b  b = 1 =   3 _ 
5
   (1) =   3 _ 

5
  

 ∂ª¡a øe ≥≤ëJ

lo g  6   3
 √ � 36   (5A 

  log   7    6
 √ � 49   (5B 

يمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات لإعادة كتابة العبارات اللوغاريتمية من الصورة المختصرة إلى الصورة 
المطولة، إذ يمكنك تحويل الضرب إلى جمع، والقسمة إلى طرح، والقو والجذور إلى ضرب.

4Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN ∫Éª©à°SG 
 áHÉLE’G øe ≥≤ëàdG

 áHÉLEG øe ≥≤ëàdG ∂æµªj
  2   4.6438  áª«b OÉéjEÉH 4 ∫Éãe
 áHÉLE’Gh áÑ°SÉëdG kÓª©à°ùe

»g É¡«∏Y π°üëà°S »àdG
 ¿ƒµdh ,ÉkÑjô≤J 25  

  log  2  25 ≈ 4.6438

. 2   4.6438  ≈ 25 ¿CG »æ©j Gò¡a 

5á«ªàjQÉZƒ∏dG äGQÉÑ©dG §«°ùÑJ
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اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المطولة:

 log   2  12  x  5   y  -2  (a  

12 ,  x  5  ,  y  -2  العبارة المعطاة هي لوغاريتم حاصل ضرب   

lo g  2  12 +  log  2   x  5  +  log  2   y  -2 lo g  2  12 x  5  y  -2  =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

lo g  2  12 + 5 lo g  2  x - 2 lo g  2  y=Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

 log   2   a   2   b   -3   c   -2  (b  

 log   2   a   2  +  log   2   b   -3  +  log   2   c   -2  log   2   a   2   b   -3   c   -2  =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

2  log  2  a - 3  log   2  b - 2  log   2  c=Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

 log   3    x-1 _ 
  5

 √ ��� 3-2x  
   (c  

 log   3  (x - 1) -  log   3    5
 √ ��� 3 - 2x   log   3    x-1 _ 

  5
 √ ��� 3-2x  

   =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN

 log   3  (x - 1) -  log   3   (3 - 2x)  
  1 _ 
5
  
 =  5

 √ ��� 3 - 2x   = (3 - 2x  )    
1 _ 
5
    

 log   3  (x - 1) -   1 _ 
5
    log   3  (3 - 2x)=

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 log   4      
3
 √ �� 1 - x  

 _ 
 2x + 1

   (6C   log   6  5  x   3   y   7   z   0.5  (6B   lo g  13  6 a  3 b c  4  (6A 

ويمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات السابقة في إعادة كتابة العبارات اللوغاريتمية من الصورة المطولة إلى 
الصورة المختصرة.

اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المختصرة:

4 lo g  3  x -   1 _ 
3
   lo g  3  (x + 6)  (a  

lo g  3   x  4  - lo g  3  (x + 6 )  
  1 _ 
3
  
 4 lo g  3  x -   1 _ 

3
   lo g  3  (x + 6) =Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

lo g  3   x  4  - lo g  3    3
 √ ��� x + 6  = (x + 6 )  

  1 _ 
3
  
  =   3

 √ ��� x + 6  

lo g  3     x  4  _ 
  3

 √ ��� x + 6  
  =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a áª°ù≤dG á«°UÉN

lo g  3    
 x  4   

3
 √ ��� (x + 6 )  2   

 _ 
x + 6

  =ΩÉ≤ªdG ¥É£fEÉH

0.5  log   7  ( x + 2) + 6  log   7  2 x  (b  

 log   7   ( x + 2)  0.5  +  log   7   (2 x)  6 0.5  log   7  ( x + 2) + 6  log   7  2 x =Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

 log   7    √ ��� x + 2   +  log   7  64  x   6 = (x + 2 )   0.5  =   √ ���  x + 2   ,  2  6  = 64

 log   7  64  x  6    √ ��� x + 2  =äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

  log   3  (2 x - 1) -   1 _ 
4
    log   3  (x + 1)  (7B   -5 lo g  2  (x + 1) + 3 lo g  2  (6x)  (7A 

6ádƒ£ªdG IQƒ°üdÉH á«ªàjQÉZƒ∏dG äGQÉÑ©dG áHÉàc


   ´ƒªéªdG ºàjQÉZƒd

hCG ´ƒªéªdG ºàjQÉZƒd
 ´ƒªée …hÉ°ùj ’ ¥ôØdG 

  , äÉªàjQÉZƒ∏dG ¥ôa hCG
 log  a  (x ± 4) ≠

 log  a  x ±  log  a  4.

7Iô°üàîªdG IQƒ°üdÉH á«ªàjQÉZƒ∏dG äGQÉÑ©dG áHÉàc
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استعمل log4 5 ≈ 1.1610،log4 3 ≈ 0.7925  لتقريب قيمة كل مما 
(1, 2 ¿’ÉãªdG)  :يأتي

log 4   5 _ 
3
   2(  log 4 15  1(  

 log 4 0.6  4(  log 4   3 _ 
4
   3(  

 log4 5 ≈ 1.1610 , log4 3 ≈ 0.7925 , log4 2 = 0.5 استعمل
(1, 2  ¿’ÉãªdG) :لتقريب قيمة كل مما يأتي

log 4 20  6(  log 4 30  5(  

log 4   4 _ 
3
   8(  log 4   2 _ 

3
   7(  

log 4 8  10(  log 4 9  9(  

ÉÑédG ≥∏°ùJ∫: يتناقص الضغط الجوي مع زيادة الارتفاع،  11(  
ويمكن إيجاد قيمة الضغط الجوي عند الارتفاع a متر باستعمال 

العلاقة a = 15500(5 - log10 P) ، حيث P الضغط بالباسكال. 
أوجد قيمة الضغط الجوي بالباسكال عند قمم الجبال المذكورة في 

(3 ∫Éãe) .الجدول أدناه






8850
7074
6872

(m)

  log 3 5 ≈ 1.465 , log 5 7 ≈ 1.2091,  log  6 8 ≈ 1.1606 ,  إذا كان
(4 ∫Éãe) :ب قيمة كل مما يأتي log  7 9  ≈ 1.1292 ، فقرّ

log5 49  13(  log3 25  12(  

log7 81  15(  log6 48  14(  

log7 729  17(  log6 512  16(  

(5 ∫Éãe) :دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد  قيمة كل عبارة مما يأتي

lo g  2    5
 √ � 32   19(  lo g  5    4

 √ � 25   18(  

4 lo g  2    √ � 8   21(  3 lo g  7    6
 √ � 49   20(  

lo g  3    6
 √ �� 243   23(  50 lo g  5    √ �� 125   22(  

(6 ∫Éãe) :اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المطولة

lo g  11  a b  -4  c  12  d  7  25(  lo g  9  6 x  3  y  5 z  24(  

 lo g  4  10 t  2 u v  -3  27(  lo g  7   h  2  j  11  k  -5  26(  

lo g  2    3x + 2 _ 
  7

 √ ��� 1 - 5x  
   29(  lo g  5   a  6  b  -3  c  4  28(  

(7 ∫Éãe) :اكتب كل عبارة لوغاريتمية فيما يأتي بالصورة المختصرة

3 lo g  5  x -   1 _ 
2
   lo g  5  (6 - x)  30(  

5 lo g  7  (2x) -   1 _ 
3
   lo g  7  (5x + 1)  31(  

7 lo g  3  a + lo g  3  b - 2 lo g  3  (8c)  32(  

2 lo g  8  (9x) - lo g  8  (2x - 5)  33(  

2 lo g  6  (5a) + lo g  6  b + 7 lo g  6  c  34(  

lo g  2  x - lo g  2  y - 3 lo g  2  z  35(  

AÉ«ª«c: ثابت التأين للماء  K  w  هو حاصل ضرب تركيز أيونات   36(  
 . [O H  - ]في تركيز أيونات الهيدروكسيد [ H  + ] الهيدروجين







O – H +

H +

 

H2O

H

O

HH

OH -



+

   أي أن صيغة ثابت التأين للماء هي K  w   = [ H  + ][O H  - ]   حيث 
تشير الأقواس إلى التركيز بالمول لكل لتر. 

.log10 [O H  - ] و log10 [ H  + ] بدلالة log10  K  w  عبّر عن  (a  

ط المعادلة في الفرع a إذا علمت أن قيمة الثابت  K  w  هي بسِّ  (b  
 1 × 1 0  -14 

إذا كان تركيز أيونات الهيدروجين في عينة من الماء   (c  
 9-  0 1 × 1 مول لكل لتر ، فما تركيز أيونات الهيدروكسيد؟
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حدد ما إذا كانت كل عبارة فيما يأتي صحيحة أم غير صحيحة:

log 8 (x - 3) = log 8 x - log 8 3  37(  

log 5 22 x = log 5 22 + log 5 x  38(  

log10 19k = 19 log10 k  39(  

log2 y 5 = 5 log2 y  40(  

log 7   x _ 
3
   = log 7 x - log 7 3  41(  

log 4 (z + 2) = log 4 z + log 4 2  42(  

log 8 p 4 = (log 8 p)4  43(  

log 9   
x2y3

 _ 
z4

   = 2 log 9 x + 3 log 9 y - 4 log 9 z  44(  

á«°VQCG äGõg: يبين الجدول أدناه بعض الهزات الأرضية القوية   45(  
التي ضربت بعض البلدان، وقوة كل منها على مقياس ريختر .

إذا علمت أن قوة الهزة M تُعطى بالعلاقة M = 1 +  log  10  x، حيث 
تمثل x شدة الهزة الأرضية، فأجب عما يأتي:

áæ°ùdG¿ÉµªdG
 ≈∏Y áLQódG
ôàîjQ ¢SÉ«≤e

Ω 1939É«côJ8.0

Ω 1963É«aÓ°ùZƒj6.0

Ω 1970hô«ÑdG7.8

Ω 1988É«æ«eQCG7.0

Ω 2004¢ûcGôe6.4

a)  أي هزتين كانت شدة إحداهما تعادل 10 أمثال شدة الأخر؟   
وأي هزتين كانت شدة إحداهما تعادل 100 مثل شدة الأخر؟

b)  كم درجة على مقياس ريختر تسجل هزة أرضية إذا كانت شدتها   
تعادل 1000 مثل شدة هزة يوغسلافيا عام 1963 م؟

   = log  a  x؟
 log  b  x _ 
 log  b  a

استعمل خصائص اللوغاريتمات لبرهنة أن       46(  


áMƒàØe ádCÉ°ùe: اكتب مثالاً على عبارة لوغاريتمية لكل حالة مما   47(  

يأتي، ثم عبّر عنه بالصورة المطولة:

لوغاريتم حاصل ضرب وقسمة.  (a  

لوغاريتم حاصل ضرب وقوة.  (b  

لوغاريتم حاصل ضرب وقسمة وقوة.  (c  

ÉgôH¿: استعمل خصائص الأسس لبرهنة خاصية لوغاريتم القوة.  48(  

 lo g  
  √ � a   

  (a2)أوجد القيمة الدقيقة للعبارة اللوغاريتمية : móëJ  49(  

àîªdG ∞°ûàcG∏∞: حدد العبارة المختلفة عن العبارات الثلاث   50(  
ر إجابتك: الأخر، وفسّ

logb 24 = logb 2 + logb 12 logb 24 = logb 20 + logb 4

logb 24 = logb 8 + logb 3 logb 24 = logb 4 + logb 6

 log 4 18 لتقريب قيمة log4 3 ≈ 0.7925 استعمل  51(  



نتج منحنى g، ثم مثّل  استعمل منحنى f لتصف التحويل الهندسي الذي يُ
 (2-1 ¢SQódG) منحنى كل منهما بيانيًّا في كل مما يأتي

f (x) =  2  x  ;  g(x) = - 2  x  52(  

f (x) =  5  x  ;  g(x) =  5   x + 3  53(  

f (x) =   (   1 _ 
4
   )   

x
  ;  g(x) =   (   1 _ 

4
   )   

x
  - 2  54(  

(2 - 3 ¢SQódG) :أوجد قيمة كل مما يأتي

log 3 27 x  56(  log 4 16 x  55(  

AÉHô¡c: يمكن حساب كمية التيار الكهربائي I بالأمبير، والتي   57(  

 _ I  =   (  P ، حيث P القدرة 
R

  )   
  1 _ 
2
  
يستهلكها جهاز باستعمال المعادلة  

بالواط، R المقاومة بالأوم. ما كمية التيار الكهربائي التي يستهلكها 
.R = 3Ω و ، P = 120w جهاز ما إذا كانت
(á≤HÉ°S IQÉ¡e) .شر ب الناتج إلى أقرب عُ قرِّ

حدد ما إذا كانت كل دالتين مما يأتي دالة عكسية للأخر، مع ذكر السبب:
(1 - 7 ¢SQódG) 

f (x) = x + 73 , g(x) = x - 73  58(  

g (x) = 7x - 11 , h(x) =   1 _ 
7
   x + 11  59(  

(2 - 2 ¢SQódG) :لّ كل معادلة مما يأتي وتحقق من صحة حلك حُ

35x · 811 - x = 9x - 3  61(  34x = 33 - x  60(  

 log2 (x + 6) = 5  63(  49x =  7  x
2 - 15  62(  



ما قيمة log   5  12 -  log   5  8 - 2  log   5  3  2 ؟  64(  
  log  5 3  C   log  5 2  A  

1  D   log  5 0.5  B  

ما المقطع y للدالة اللوغاريتمية y =  log  2  (x+1) + 3؟  65(  

1  C  3  A  

0  D  2  B  
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. log2 (x2 - 4) = log2 3x لّ المعادلة حُ
-2  A  -1  B  2  C  4  D  

QÉÑàN’G Iô≤a CGôbG:   المطلوب هو إيجاد قيمة x في المعادلة اللوغاريتمية.
 :QÉÑàN’G Iô≤a πM

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 2 (x2 - 4) = log 2 3x 

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN x2 - 4 = 3x  

ø«aô£dG Óc øe 3x ìôWG x2 - 3x - 4 = 0  

πeGƒ©dG ≈dEG πu∏M (x - 4)(x + 1) = 0  

…ôØ°üdG Üô°†dG á«°UÉN x - 4 = 0  أو x + 1 = 0  

ádOÉ©e πc π oM x = 4   أو        x = -1  

ض بكل من القيمتين في المعادلة الأصلية. ëàdG≥≤: عوِّ

 x = 4    x = -1  

log 2 (42 - 4) = log2 3(4)  log 2 [(-1)2 - 4] = log2 3(-1)  

log 2 12 = log2 12 ✓  log2 (-3) =  log2 (-3) ✗  

 D غير معرف، فالإجابة 1- مرفوضة، والإجابة الصحيحة هي log 2 (-3) بما أن

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

. log 3 (x 2 - 15) = log 3 2 x لّ المعادلة حُ  (2  

-3  A  -1  B  5  C  15  D  

ويمكنك استعمال خصائص اللوغاريتمات في حل المعادلات اللوغاريتمية.

لّ المعادلة log6 x + log6 (x - 9) = 2 ، ثم تحقق من صحة حلك. حُ

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 6 x + log 6 (x - 9) = 2

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN log 6 x (x - 9) = 2

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J x (x - 9) = 6 2

ø«aô£dG Óc øe 36 ìôWG ºK § u°ùH x2 - 9 x - 36 = 0

πu∏M (x - 12)(x + 3) = 0

…ôØ°üdG Üô°†dG á«°UÉN x - 12 = 0 أو x + 3 = 0

ádOÉ©e πc π oM x = 12 x = -3

22


 ¢†jƒ©àdG
 ∂æµªj ,âbƒ∏d G kQÉ°üàNG

 ¬àª«≤H ô«¨àe πc ¢†jƒ©J
 á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG »a

.πëdG áë°U øe ≥≤ëà∏d

3äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN ∫Éª©à°SÉH ä’OÉ©e πM 
 á∏«NódG ∫ƒ∏ëdG ójóëJ

 ∫ƒ∏ëdG ójóëJ øµªj
 OÉéjEG ∫ÓN øe á∏«NódG

 3∫Éãe »Øa ,ádOÉ©ªdG ∫Éée
 Éªæ«H ,x>0 ƒg  log  6 x ∫Éée
 ;x>9 ƒg  log  6 (x-9) ∫Éée

 ƒg ádOÉ©ªdG ∫Éée ¿ƒµj Gòd
 ¿EÉa  -3≯9¿CG ÉªHh , x>9
.ádOÉ©ª∏d vÓM ¢ù«d x = -3
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 :≥≤ëàdG

.x = 12 وبذلك يكون الحل هو

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

log 6 x + log 6 (x + 5) = 2  (3B  2 log 7 x = log 7 27 + log 7 3  (3A 

á«ªàjQÉZƒ∏dG äÉæjÉÑàªdG πM: المتباينة اللوغاريتمية هي متباينة تتضمن عبارة لوغاريتمية أو أكثر، ويمكن 
استعمال الخاصية الآتية لحل متباينات لوغاريتمية تتضمن عبارة لوغاريتمية واحدة.

x >  b  y  ¿EÉa , lo g  b x >y h x > 0 ,  b > 1 ¿Éc GPEG

 ≥ , ≤ øjÉÑàdG …õeQ áæjÉÑàªdG äƒàMG GPEG É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

أوجد مجموعة حلّ المتباينة lo g  3  x > 4 ، ثم تحقق من صحة حلك.

á«°SÉ°SC’G áæjÉÑàªdG lo g  3  x > 4
á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x >  3  4 

§ u°ùH x > 81

 {x|x > 81 , x � R}إذن مجموعة الحل هي

0 20 40 60 80 100 120

ض بعدد أقل من 81، وعدد أكبر من 81 في المتباينة الأصلية. ëàdG≥≤: عوّ

 x =  243  x =  9  

log 3 243 >  4  log 3 9 >  4  

5 >  4 ✓  2 >  4 ✗  

إذن الحل صحيح.

 ∂ª¡a øe ≥≤ëJ

أوجد مجموعة حل كل متباينة مما يأتي، ثم تحقق من صحة حلك.

 lo g  2  x < 4  (4B   lo g  4  x ≥ 3  (4A 

 log6 x + log6 (x - 9) = 2 log6 x + log6 (x - 9) = 2

log6 12 + log6 (12 - 9) = 2 log6 (-3) + log6 (-3 - 9) = 2

log6 12 + log6 3 = 2 log6 (-3) + log6 (-12) = 2

log6 (12 · 3) = 2

log6 36 = 2

   2 = 2 �

بما أن log6 (-3) و log6 (-12) غير
معرفين فإن 3- حل مرفوض.

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN

4IóMGh á«ªàjQÉZƒd IQÉÑY øª°†àJ äÉæjÉÑàe πM


 :á«ªàjQÉZƒ∏dG ádOÉ©ªdG πM
 á«ªàjQÉZƒd áæjÉÑàe πM óæY

 »àdG ô«¨àªdG º«b ≈æãà°ùj
 ÉgóæY ºàjQÉZƒ∏dG ¿ƒµj ’

.É ka qô©e
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يمكنك استعمال الخاصية الآتية  لحل متباينات تتضمن عبارتين لوغاريتميتين لهما الأساس نفسه في كلا الطرفين.

استثن من حلِّك القيم التي ينتج عن تعويضها في المتباينة الأصلية أخذ اللوغاريتم لأعداد أقل من أو تساوي الصفر.

 x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG  log  b x > lo g  b y ¿EÉa , b > 1 ¿Éc GPEG  :RƒeôdG
x > 0, y > 0

. x > 35 ¿EÉa , lo g  6 x > lo g  6 35 ¿Éc GPEG  :∫Éãe

 ≥ , ≤ øjÉÑàdG …õeQ áæjÉÑàªdG äƒàMG GPEG É k°†jCG á«°UÉîdG √òg ≥≤ëàJ

أوجد مجموعة حل المتباينة lo g  4  (x + 3) > lo g  4  (2x + 1) ، ثم تحقق من صحة حلك.

á«°SÉ°SC’G áæjÉÑàªdG log4 (x + 3) > log4 (2x + 1)

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x + 3 > 2x + 1

ø«aô£dG Óc øe x + 1 ìôWG 2 > x

(x ≤ -   1 _ 
2
ثم استثن قيم x التي تجعل x + 3 ≤ 0 أو x ≤ -3 ) 2x + 1 ≤ 0 أو   

.  

 
 
    


 x | -   1 _ 

2
   < x < 2 , x � R  


 
 
    


إذن مجموعة الحل هي   

-4 -3 -2 -1 0 1 2 43

.(  -   1 _ 
2
 _ 1   -)، وآخر يقع خارج الفترة (2 ،  

2
ض بعدد يقع في الفترة (2 ,    ëàdG≥≤: عوّ

 x =  3  x =  1  

log4 (3+3) >  log4 (2 × 3 +1) log4 (1+3) >  log4 (2+1)  

log4 6 >  log4 7   log4 4 >  log4 3  

 á«ªàjQÉZƒ∏dG ádGódG
 ¿ƒµJ ÉeóæY IójGõàe

1 øe ôÑcCG ¢SÉ°SC’G áª«b

log4 6 >  log4 7 ✗   á«ªàjQÉZƒ∏dG ádGódG
 ¿ƒµJ ÉeóæY IójGõàe

1 øe ôÑcCG ¢SÉ°SC’G áª«b

log4 4 >  log4 3 ✓  

إذن الحل صحيح.

 ∂ª¡a øe ≥≤ëJ

أوجد مجموعة حل المتباينة lo g  5  (2x + 1) ≤ lo g  5  (x + 4) ، ثم تحقق من صحة حلك.    (5  

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN

5¬°ùØf ¢SÉ°SC’G Éª¡d ø«à«ªàjQÉZƒd ø«JQÉÑY øª°†àJ äÉæjÉÑàe πM
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(1 ∫Éãe) :لّ كل معادلة مما يأتي، ثم تحقق من صحة حلِّك حُ

log8 x  =   4 _ 
3
   1(  

log16 x =   3 _ 
4
   2(  

log81 x =   3 _ 
4
   3(  

log25 x =   5 _ 
2
   4(  

log8   1 _ 
2
   = x  5(  

log6   1 _ 
36

   = x  6(  

lo g  x  32 =   5 _ 
2
   7(  

lo g  x  27 =   3 _ 
2
   8(  

(2, 3 ¿’ÉãªdG) :لّ كل معادلة مما يأتي، ثم تحقق من صحة حلك حُ

5 log2 x = log2 32  9(  

3 log2 x = log 2 8  10(  

log 4 48 - log 4 n = log 4 6  11(  

log 3 2x + log 3 7 = log 3 28  12(  

log2 (4x) + log2 5 = log2 40  13(  

log7 (x-3) + log7 (x-2) = log7 (2x+24)  14(  

log2 n =   1 _ 
3
   log2 27 + log2 36  15(  

3 log10 8 -   1 _ 
2
   log10 36 = log10 x  16(  

أوجد مجموعة حلّ كل متباينة مما يأتي ، ثم تحقق من صحة 
(4 ∫Éãe) :حلِّك

 log8 x ≤ -2  18(   log5 x > 3  17(  

 log4 x ≥ 4  20(   log6 x < -3  19(  

 log2 x ≤ -2  22(   log3 x ≥ -4  21(  

(5 ∫Éãe) :أوجد مجموعة حلّ كل متباينة مما يأتي، ثم تحقق من صحة حلك

  log4 (2x + 5) ≤ log4 (4x - 3)  23(  

 log8 (2x) > log8 (6x - 8)  24(  

 log2 (4x - 6) > log2 (2x + 8)  25(  

 log7 (x + 2) ≥ log7 (6x - 3)  26(  

 R حيث ،L =10  log  10 R بالصيغة L يعطى ارتفاع الصوت :äƒ°U  27(  

هي شدة الصوت. احسب شدة صوت منبه ارتفاع صوته 80 ديسبل.

Ωƒ∏Y: تُقاس قوة الهزات الأرضية بمقياس لوغاريتمي ذي درجات   28(  
يُسمى مقياس ريختر، وتُعطى قوة الهزة الأرضية M بالمعادلة

M =1 +  log  10  x ، حيث x تمثل شدة الهزة الأرضية.

a)   كم تبلغ شدة هزة أرضية سجلت 7 درجات على مقياس ريختر؟  

b)   كم مرة تبلغ شدة هزة أرضية قوتها 8 درجات بمقياس ريختر   
مقارنة بشدة هزة أرضية قوتها 5 درجات على المقياس نفسه؟

)IOó©àe äÓ«ãªJ  29: ستكتشف في هذه المسألة العلاقة بين   
. y = log4 x , y = lo g  

  1 _ 
4
  
  x الدالتين

É: قارن بين منحنيي الدالتين من حيث خطوط التقارب  v«∏«∏ëJ  (a  
ومقاطع المحور x؟

É: صف العلاقة بين منحنيي الدالتين. v«¶Ød  (b  

É: صف العلاقة بين كل من الدالتين v«∏«∏ëJ  (c  
  y = log4 x  و  y = -1(log4 x)

وما مجال ومد كل منهما؟

Ωƒ∏Y: تُعطى سرعة الرياح w بالميل لكل ساعة قرب مركز الإعصار   30(  
بالمعادلة  w = 93  log  10  d + 65 ، حيث d المسافة التي يقطعها 

الإعصار بالميل.

a)   اكتب المعادلة بصورة أسية.  

؟ b)   ما سرعة الرياح قرب مركز إعصار قطع مسافة 525 ميلاً  
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 I تُعطى العلاقة بين شدة الصوت بالواط لكل متر مربع :äƒ°U  31(  

.β =  10 log10  (  I _ 
10-12

وعدد وحدات الديسبل β بالمعادلة  (  

أوجد عدد وحدات الديسبل لصوت شدته 1واط لكل متر مربع،   (a  
وكذلك لصوت شدته 2-10 واط لكل متر مربع.

إذا كانت شدة الصوت 1 واط لكل متر مربع تعادل 100 مرة   (b  
من شدة الصوت الذي مقداره 2-10 واط لكل متر مربع، فهل 

تضاعف عدد وحدات الديسبل بمقدار  100مرة ؟


CÉ£îdG ∞°ûàcG: تقوم لينا وريم بحل المتباينة log 2 x ≥ -2 . أي   32(  

منهما حلها صحيح؟

ºjQ
 log  2  x ≥ –2

x ≥  2  –2 
x ≥   1 _ 4  

Éæ«d
log  2  x ≥ –2  

x ≤  2  –2 
  0 < x ≤   1 _ 4   

: أوجد قيمة uóëJ  33(  
log 3 27 + log 9 27 + log 27 27 + log 81 27 + log 243 27

ôjôÑJ: نص خاصية التباين للدوال اللوغاريتمية هو: إذا كان   34(  
b > 1، فإن lo g  b  x > lo g  b  y إذا وفقط إذا كان x > y . كيف يصبح 

ح إجابتك. نص الخاصية إذا كان b < 1 > 0 ، وضّ

ÖàcG: وضح العلاقة بين مجال ومد الدالة اللوغاريتمية ومجال   35(  
ومد الدالة الأسيّة المناظرة لها.

áMƒàØe ádCÉ°ùe: أعطِ مثالاً على معادلة لوغاريتمية ليس لها حل.  36(  

ôjôÑJ: ضع خطًّا تحت التعبير الذي يجعل الجملة صحيحة، مع   37(  
ا بأن جميع المعادلات اللوغاريتمية المذكورة على  ذكر السبب: (علمً

.( y = log b x الصورة

إذا كان أساس اللوغاريتم أكبر من 1 وتقع قيمة x بين 1 ,0 ،    (a  
فإن قيمة y تكون (أصغر من ، أكبر من، مساوية لـ) الصفر.

إذا كان أساس اللوغاريتم بين 1 ,0 وقيمة x أكبر من 1، فإن قيمة   (b  
y تكون (أصغر من ، أكبر من، مساوية لـ) الصفر.

المعادلة y = log b 0 ( لا حل لها، لها حل واحد، لها عدد لا   (c  
 .b نهائي من الحلول) بالنسبة لـ

المعادلة y = log b 1 (لا حل لها، لها حل واحد،   (d  
.b لها عدد لا نهائي من الحلول) بالنسبة لـ

ر لماذا يقطع منحنى أي دالة لوغاريتمية على الصورة  ÖàcG: فسِّ  38(  
. y عند النقطة (0 , 1) ولا يقطع المحور x المحور y =  log  b  x



( 2-2 ¢SQódG) :لّ كلاًّ مما يأتي، وتحقق من صحة حلك حُ

33x - 2 > 81  39(  

34x - 7 = 27 2x + 3  40(  

8x - 4 = 24 - x  41(  

( 2-3 ¢SQódG) :أوجد قيمة كل عبارة مما يأتي

log4 256  42(  

log2   1 _ 
8
   43(  

log6 216  44(  

log7 2401  45(  

ا من المتغيرات لا يساوي الصفر: ا أن أيًّ ط كلاًّ مما يأتي، مفترضً بسّ
 (مهارة سابقة)

(2 p 2 n) 3  47(  x 5 · x 3  46(  

  (  c 9 _ 
d 7

  )   
0
  49(    

x 4 y 6
 _ 

x y 2
   48(  



أي الدوال الأسية الآتية يمر تمثيلها البياني بالنقطتين   50(  
(160- ,4) ,(10- ,0)؟ 

f (x) = -10(2)x  A  

f (x) = 10(2)x  B  

f (x) = -10(4)x  C  

f (x) = 10(4)x  D  

 _ lo g  4  x - lo g  4  (x - 1) =   1؟  
2
أي مما يأتي يمثل حلاًّ للمعادلة     51(  

-2  C  -   1 _ 
2
   A  

2  D  1 _ 2     B  



1
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 ، y = log x ر أن اللوغاريتم هو أس، فمثلاً في المعادلة ا بقو العدد 10. تذكّ ترتبط اللوغاريتمات العشرية ارتباطًا وثيقً
. x هو الأس الذي يرفع إليه العدد 10 للحصول على قيمة y

 log x = y � 10y = x
 log 1 = 0 � 100 = 1
 log 10 = 1 � 101 = 10
 log 10m = m � 10m = 10m

تستعمل اللوغاريتمات العشرية لقياس ارتفاع الصوت.

 _ L = 10 log   I، حيث I شدة الصوت،
m

äƒ°üdG Ió°T: يقاس ارتفاع الصوت L بالديسبل، ويُعطى بالقانون   
مع صوت ما ارتفاعه dB 66.6 تقريبًا. فكم مرة تساوي  ا من شدة الصوت تسمعها أذن الإنسان. إذا سُ m  أدنى حدًّ

شدة هذا الصوت شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان إذا كانت  m = 1؟

= 10 log   I _ 
m

  Lá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= 10 log   I _ 
1
  66.6L = 66.6, m = 1

= log I6.66§«°ùÑàdG ºK 10 ≈∏Y ±ôW πc º°ùbG

= 106.66Iá«°SC’G IQƒ°üdG

≈ 4570882IáÑ°SÉëdG πª©à°SG

شدة هذا الصوت تساوي 4570000 مرة تقريبًا من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
á«°VQCG äGõg: ترتبط كمية الطاقة E مقيسة بوحدة الإيرج التي تطلقها الأرض مع قوة الهزة الأرضية على   (2 

مقياس ريختر M بالمعادلة log E = 11.8 + 1.5M. استعمل المعادلة لتجد كمية الطاقة التي تطلقها الأرض 
عند هزة أرضية بقوة 9 درجات على مقياس ريختر.

ية بدلالة  الأساس نفسه، فإنه يمكنك حلها بأخذ اللوغاريتم العشري لكلا  إذا كان من الصعب كتابة طرفي المعادلة الأسّ
الطرفين.

ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. لّ المعادلة x = 19 4 وقرّ حُ

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG 4x = 19 

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN log 4x = log 19

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN x log 4 = log 19

log 4 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x =   
log 19

 _ 
log 4

  

áÑ°SÉëdG πª©à°SG x ≈ 2.1240

الحل هو 2.1240 تقريبًا .

22á«ªàjQÉZƒd ä’OÉ©e πM

 ¢SÉ«b IóMh ƒg (dB) πÑ°ùjódG 
 π«Ñ°S ≈∏Y , äƒ°üdG ´ÉØJQG

 ∫OÉ©J 90-100dB  :∫ÉãªdG
 140dB , óYôdG äƒ°U ´ÉØJQG

 ¥ÓWEG äƒ°U ´ÉØJQG ∫OÉ©J
.AÉ°†ØdG ≈dEG ñhQÉ°U


  :∫ƒédG IóMh

 IóMh ƒg ∫ƒédG ¿CG ôcòJ
 ,êôjE’G ∂dòch ,ábÉ£dG ¢SÉ«b

∫ƒL  4   -7  = êôjEG 1 å«M

3…ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG ∫Éª©à°SÉH á« q°SCG ä’OÉ©e πM
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يمكنك التحقق من الإجابة بيانيًّا باستعمال ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ في   :≥≤ëJ
 .TI-nspire الحاسبة البيانية

مثّل المعادلة f 1(x) = 4 x والمستقيم f 2(x) = 19  بيانيًّا على 
الشاشة نفسها. ثم أوجد نقطة تقاطع التمثيلين البيانيين بالضغط 

على مفتاح  ، ثم اختر  واختر منها 
ك   ، ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة، وحرّ
ا بنقطة التقاطع، سيظهر الزوج المرتب  (19 ,2.12).  المؤشر مرورً

�ا.  الإحداثي x لنقطة التقاطع قريب من الإجابة التي تم إيجادها جبريًّ

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

6x = 42  (3B  3x = 15  (3A 

ية. ية لحل متباينات أسّ يمكنك استعمال استراتيجيات حل المعادلات الأسّ

ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف.  أوجد مجموعة حل المتباينة  5y  <  7  y - 2  3 ، وقرّ

á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG 35y <  7   y - 2 

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN log 35y < log  7  y - 2 

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN 5y log 3 < (y - 2) log 7

™jRƒàdG á«°UÉN 5y log 3 < y log 7 - 2 log 7

ø«aô£dG Óc øe y log 7 ìôWG 5y log 3 - y log 7 < -2 log 7

™jRƒàdG á«°UÉN y(5 log 3 - log 7) < -2 log 7

5 log 3 - log 7  ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG y <   
-2 log 7

 __  
 5 log 3 - log 7

  

áÑ°SÉëdG πª©à°SG {y | y < -1.0972, y � R}

y = -2 اختبر  :≥≤ëàdG

á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG  3  5y <  7  y - 2 

y = -2  3  5(-2) �  7  (-2) - 2 

§ u°ùH 3-10 �  7  -4 

ÖdÉ°ùdG ¢SC’G á«°UÉN   1 _ 
59049

  <   1 _ 
2401

   �

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 4  y  <  5  2y + 1  (4B   3  2x  ≥  6  x + 1  (4A 

4…ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG ∫Éª©à°SÉH á« q°SCG äÉæjÉÑàe πM


 äÉæjÉÑàªdG πM

 õeQ √ÉéJG ¢ùµ©J ¿CG ô qcòJ
 »aôW Óc Üô°V óæY øjÉÑàdG

 ÖdÉ°S OóY »a áæjÉÑàªdG
 ¿CG ÉªHh .¬«∏Y Éª¡àª°ùb hCG
 5 log 3 - log 7 > 0

.øjÉÑàdG õeQ √ÉéJG ¢ùµ©j Óa

SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U¢: يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لكتابة عبارات لوغاريتمية مكافئة لأخر بأساس 
مختلف.

, b ≠ 1 h a ≠ 1 å«M ,a ,b ,n áÑLƒe OGóYCG …C’  :RƒeôdG

loga n =   
logb n

 _ 
logb a

  
b ¢SÉ°SCÓd »∏°UC’G Oó©dG º«JQÉZƒd

b ¢SÉ°SCÓd ºjó≤dG ¢SÉ°SC’G º«JQÉZƒd  

log3 11 =   
log5 11

 _ 
 log5 3

   :∫Éãe

. loga n = x لإثبات صيغة تغيير الأساس، افرض أن

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J ax = n

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN logb a
x = logb n

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN x logb a = logb n

logb a ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x =   
logb n _ 
 logb a

  

x = loga n loga n =   
logb n _ 
 logb a

  

يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية تحتوي لوغاريتمات مختلفة الأساس، وذلك 
بتحويل جميع اللوغاريتمات إلى لوغاريتمات عشرية.

ا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. اكتب log3 20 بدلالة اللوغاريتم العشري، ثم أوجد قيمته مقربً

¢SÉ°S’G ô««¨J á¨«°U log3 20 =   
log10 20

 _ 
log10 3

  

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 2.7268

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

ا إلى أقرب  اكتب log 6 8  بدلالة اللوغاريتم العشري، ثم أوجد قيمته مقربً  (5  
جزء من عشرة آلاف.

¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U

 »eRQGƒîdG
 ≈°Sƒe øH óªëe ˆGóÑY ƒHCG ƒg
 Ö q≤od (Ω780–Ω848) »eRQGƒîdG

 ¢ù°SCG ,»HôY ºdÉY ƒgh ,ôÑédG »HCÉH
 ôµàHGh ¬°ù°SCG ™°Vhh ôÑédG º∏Y

.äÉªàjQÉZƒ∏dG ÜÉ°ùM

5¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U ∫Éª©à°SG
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SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U¢: يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لكتابة عبارات لوغاريتمية مكافئة لأخر بأساس 
مختلف.

, b ≠ 1 h a ≠ 1 å«M ,a ,b ,n áÑLƒe OGóYCG …C’  :RƒeôdG

loga n =   
logb n

 _ 
logb a

  
b ¢SÉ°SCÓd »∏°UC’G Oó©dG º«JQÉZƒd

b ¢SÉ°SCÓd ºjó≤dG ¢SÉ°SC’G º«JQÉZƒd  

log3 11 =   
log5 11

 _ 
 log5 3

   :∫Éãe

. loga n = x لإثبات صيغة تغيير الأساس، افرض أن

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J ax = n

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN logb a
x = logb n

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN x logb a = logb n

logb a ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x =   
logb n _ 
 logb a

  

x = loga n loga n =   
logb n _ 
 logb a

  

يمكنك استعمال صيغة تغيير الأساس لإيجاد قيمة عبارة لوغاريتمية تحتوي لوغاريتمات مختلفة الأساس، وذلك 
بتحويل جميع اللوغاريتمات إلى لوغاريتمات عشرية.

ا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. اكتب log3 20 بدلالة اللوغاريتم العشري، ثم أوجد قيمته مقربً

¢SÉ°S’G ô««¨J á¨«°U log3 20 =   
log10 20

 _ 
log10 3

  

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 2.7268

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

ا إلى أقرب  اكتب log 6 8  بدلالة اللوغاريتم العشري، ثم أوجد قيمته مقربً  (5  
جزء من عشرة آلاف.

¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U

 »eRQGƒîdG
 ≈°Sƒe øH óªëe ˆGóÑY ƒHCG ƒg
 Ö q≤od (Ω780–Ω848) »eRQGƒîdG

 ¢ù°SCG ,»HôY ºdÉY ƒgh ,ôÑédG »HCÉH
 ôµàHGh ¬°ù°SCG ™°Vhh ôÑédG º∏Y

.äÉªàjQÉZƒ∏dG ÜÉ°ùM

5¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U ∫Éª©à°SG
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ا إلى أقرب جزء من عشرة  استعمل الحاسبة لإيجاد قيمة كل مما يأتي مقربً
(1 ∫Éãe) :آلاف

 log 0.4  3(   log 21  2(   log 5  1(  

log 3.2  6(  log 11  5(  log 3  4(  

log 0.04  9(  log 0.9  8(  log 8.2  7(  

Ωƒ∏Y: ترتبط كمية الطاقة E المقيسة بوحدة الإيرج التي   10(  

تطلقها الأرض مع قوة الهزة على مقياس ريختر M بالمعادلة 
log E = 11.8 + 1.5M . استعمل المعادلة لإيجاد كمية الطاقة 

التي تطلقها الأرض عند هزة أرضية بقوة 8.5 درجات على مقياس 
(2 ∫Éãe) .ريختر

äƒ°U: أغلق حسن نوافذ سيارته فانخفض ارتفاع الصوت من   11(  

dB 85 إلى dB 73 ، إذا علمت أن ارتفاع الصوت L بالديسبل يُعطى 

بالعلاقة    L = 10 log   I _ m، حيث I شدة الصوت، m أدنى حد من 
(2 ∫Éãe) .شدة الصوت تسمعها أذن الإنسان

ة من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان تساوي شدة  فكم مرّ  (a  
الصوت قبل إغلاق نوافذ السيارة إذا كانت m = 1؟

كم مرةً من شدة أدنى صوت تسمعه أذن الإنسان تساوي شدة   (b  

الصوت بعد إغلاق نوافذ السيارة؟ أوجد نسبة انخفاض شدة 
الصوت بعد إغلاق النوافذ.

ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف:   لّ كل معادلة مما يأتي، وقرّ حُ
(3 ∫Éãe)

6x = 40  12(  

2.1a + 2 = 8.25  13(  

  7 x
2
  = 20.42  14(  

11b - 3 = 5b  15(  

8x = 40  16(  

9b - 1 = 7 b  17(  

1 5 x
2
  = 110  18(

 2y =   √ �� 3y - 1   19(  



Ö«°SGƒM: البرامج الحاسوبية عبارة عن مجموعة من التعليمات تسمى خوارزميات، ولتنفيذ مهمة في برنامج 
حاسوبي يجب تحليل ترميز الخوارزمية، ويعطى الزمن اللازم بالثواني R لتحليل خوارزمية مكونة من n خطوة 

بالصيغة R =  log   2  n . مستعملاً صيغة تغيير الأساس حدد الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 240 خطوة.

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG R =  log   2  n

n = 240 =  log   2  240

¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U =   
log 240

 _ 
log 2

  

§ u°ùH ≈ 7.9 

الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 240 خطوةيساوي 7.9 ثوانٍ تقريبًا.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

حدد الزمن اللازم لتحليل خوارزمية مكونة من 160خطوة.  (6  

6¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U ∫Éª©à°SG
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ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة آلاف:  حل كلاًّ مما يأتي، وقرِّ
(4 ∫Éãe)

 6  p-1  ≤  4  p  21(   5  4n  > 33  20(  

 5  p-2  ≥  2  p  23(   3  y-1  ≤  4  y  22(  

 6  3n  > 36  25(   2  4x  ≤ 20  24(  

ا إلى  اكتب كلاًّ مما يأتي بدلالة اللوغاريتم العشري، ثم أوجد قيمته مقربً
(5 ∫Éãe) :أقرب جزء من عشرة آلاف

log 2 16  27(  log 3 7  26(  

log 3 21  29(  log 4 9  28(  

log 7   √ � 5   31(  log 5 (2.7)2  30(  

øë°T: اشترت إحد شركات خدمة الشحن سيارة شحن جديدة   32(  

    t = lo g  (1 - r)  ، حيث t عدد 
V _ 
P

بسعر 168000 ريال. افترض أن   
 r ، السعر الحالي V،سعر الشراء  P،السنوات التي مرت منذ الشراء

(6 ∫Éãe) .المعدل السنوي لانخفاض السعر
إذا كان السعر الحالي للشاحنة 120000 ريال، وانخفض سعرها   (a  

ا، فما عدد السنوات التي مرت منذ شرائها  بمعدل15%  سنويًّ
لأقرب سنة؟ 

إذا كان السعر الحالي للشاحنة 102000 ريال، وانخفض سعرها   (b  
ا، فما عدد السنوات التي مرت منذ شرائها  بمعدل10%  سنويًّ

لأقرب سنة؟

áÄ«ÑdG Ωƒ∏Y: يقوم مهندس بيئي بفحص مياه الشرب في أحد الآبار   33(  

الجوفية؛ للتأكد من عدم تلوثها بمادة الزرنيخ، والتي يُقدر معدلها 
ا من  الطبيعي في ماء الشرب بِـ ppm 0.025 (حيث ppm تعني جزءً

المليون) ، كما أن الرقم الهيدروجيني pH لمادة الزرنيخ يجب أن 
ا للشرب.   يقل عن 9.5 ، حتى يكون الماء صالحً

إذا كان تركيز أيون الهيدروجين في الماء 11-10 × 1.25، فهل   (a  
ا بأن  يعني ذلك ارتفاع الرقم الهيدروجيني لمادة الزرنيخ علمً

قانون تركيز أيون الهيدروجين هو pH = -log [ H  + ] ؟

إذا وجد المهندس 1mg من الزرنيخ في عينة حجمها L 3 من   (b  

ماء بئر، فهل هذا الماء صالح للشرب؟
(1 ppm = 1 mg/kg .1 تقريبًا L 1 من الماء يعادل kg :إرشاد)

ما تركيز أيون الهيدروجين الذي يقابل الرقم الهيدروجيني   (c  

pH = 9.5 والذي يجعل الماء غير صالح للشرب؟

á«°VQCG äGõg: يمكن تحديد قوة الهزة الأرضية على مقياس   34(  

 _ M =   2، حيث E كمية 
3
   log   E _ 

1 0  4.4 
ريختر M باستعمال المعادلة    

الطاقة الزلزالية التي تطلقها الأرض عند حدوث الهزة الأرضية مقيسة 
بوحدة الجول.

a)  استعمل خصائص اللوغاريتمات لتكتب المعادلة بالصورة   

المطولة.

أطلقت الأرض طاقة زلزالية مقدارها  11  0 1 × 7.94 جول عند   (b  

حدوث هزة أرضية. كم قوة الهزة الأرضية على مقياس ريختر؟ 

أطلقت الأرض طاقة زلزالية مقدارها  12  0 1 × 4.47 جول عند   (c  

حدوث زلزال ألوم روك في كاليفورنيا عام 2007 م. كما أطلقت 
الأرض طاقة زلزالية مقدارها  18  0 1 × 1.58 جول عند حدوث 

ة تفوق قوة زلزال  زلزال انكورج في ألاسكا عام 1964. كم مرّ
أنكورج قوة زلزال ألوم روك على مقياس ريختر؟

d)  بصورة عامة ، لا يمكن الشعور بالهزة الأرضية إلاّ إذا بلغت   

قوتها 3 درجات على مقياس ريختر أو أكثر. ما الطاقة الزلزالية 
بالجول التي تطلقها الأرض عند حدوث هزة أرضية لها هذه 

القوة على مقياس ريختر؟ 

)IOó©àe äÓ«ãªJ  35: ستحل في هذه المسألة المعادلة الأسية   

. 4x = 13

É: أدخل الدالة y = 4x في الحاسبة البيانية وأنشئ  v«dhóL  (a  

جدول  قيم للدالة، وذلك بتغيير قيم x بمقدار 0.1 في كل مرة. 
وابحث عن قيمتين تقع بينهما قيمة x المقابلة للقيمة y = 13 في 

الجدول.

É: مثّل بيانيًّا المعادلة y = 4x والمستقيم y = 13 على  v«fÉ«H  (b  

الشاشة نفسها، واستعمل أمر intersect لإيجاد نقطة تقاطع 
التمثيلين البيانيين.

ا. هل طريقتا الحل تعطيان النتيجة  لّ المعادلة جبريًّ É: حُ vjOóY  (c  

ر إجابتك. نفسها؟ فسّ
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لَّ كل من بلال وخالد المعادلة الأسية  CÉ£îdG ∞°ûàcG: حَ  36(  

ر إجابتك. 43p = 10 . أيهما كانت إجابته صحيحة؟ فسِّ

 ódÉN
  4  3p  = 10       

log  4  3p  = log 10
p log 4 = log 10

p =    
log 10

 _ log 4  

∫ÓH
  4  3p  = 10       

log  4  3p  =log 10 
3p log 4 = log 10

   p =   
log 10

 _ 3 log 4

ر كل       log  لتجد قيمة x . وفسّ
 √ � a    3 = log a x حل المعادلة : uóëJ  37(  

خطوة.

ÖàcG: منحنى g(x) = lo g  b  x هو في حقيقة الأمر تحويل هندسي   38(  

لمنحنى f (x) = log x . استعمل صيغة تغيير الأساس لتجد التحويل 
الهندسي الذي يربط بين هذين المنحنيين. ثم اشرح تأثير اختلاف 

قيم b على منحنى اللوغاريتم العشري .

ÉgôH¿: أوجد قيمة كل من  log3 27 و log27 3 . واكتب تخمينًا   39(  

حول العلاقة بين log a b , logb a ، وبرهن تخمينك.

ن تفسيرك  ر العلاقة بين الأسس واللوغاريتمات، وضمّ ÖàcG: فسِّ  40(  

أمثلة شبيهة بتلك التي توضح كيفية حل معادلات لوغاريتمية 
باستعمال الأسس، وحل معادلات أسية باستعمال اللوغاريتمات.



( 2-5 ¢SQódG) :لّ كل معادلة مما يأتي، وتحقق من صحة حلك حُ

log5 7 +   1 _ 
2
   log5 4 = log5 x  41(  

2 log2 x - log2 (x + 3) = 2  42(  

log6 48 - log6   16 _ 
5
   + log6 5 = log6 5x  43(  

( 2-5 ¢SQódG) :لّ كل متباينة مما يأتي، وتحقق من صحة حلك حُ

 log 8 (3y - 1)< log 8 (y + 5)  44(  

  log 9 (9x + 4) ≤ log 9 (11x - 12)  45(  

افترض أن هناك 3500 طائر من نوع مهدد بالانقراض في العالم، وأن   46(  

عددها يتناقص بنسبة %5 في السنة.
   t = log0.95 لتقدير عدد 

p
 _ 

3500
تستعمل المعادلة اللوغاريتمية      

ا. بعد كم سنة  السنوات t ليصبح عدد هذا النوع من الطيور p طائرً
 ( 2-5 ¢SQódG) يصبح عدد الطيور من هذا النوع 3000 طائر؟

سنتان  A  

5 سنوات  B  

3 سنوات  C  

8 سنوات  D  



أي العبارات الآتية تمثل f [ g(x)] إذا كان    47(  
f (x) = x2 + 4x + 3 , g(x) = x - 5؟  

x2 + 4x - 2  A  

x2 - 6x + 8  B  

x2 - 9x + 23  C  

x2 - 14x + 6  D  

 _ 3  )   27؟  
5
  )   

x+1
أي مما يأتي يمثِّل حلاًّ للمعادلة 125 =   48(  

- 4  A  

- 2  B  

2  C  

4  D  

ا حلها بيانيًّا أو باستعمال جدول. ا، ويمكنك أيضً لقد قمت بحل معادلات لوغاريتمية جبريًّ

ا أساسيًّا. فالحاسبة البيانية TI-nspire تحتوي على y = log10 x باعتباره أمرً

، y = log10 x لعرض التمثيل البياني للدالة      x :اضغط على المفاتيح
ا تمثيل الدوال اللوغارتمية بأساسات لا تساوي عشرة من دون استعمال صيغة تغيير الأساس، وذلك  ويمكن أيضً

باستعمال أوامر مباشرة لكتابة الدالة اللوغاريتمية.

.  log2 (6x - 8) = log3 (20x + 1):؛ لحل المعادلةTI-nspire استعمل الحاسبة البيانية

تمثيل طرفَي المعادلة بيانيًّا.  :1 Iƒ£îdG
مثّل كل طرف بيانيًّا على أنه دالة مستقلة.

. f 2 لتكون log 3 (20x + 1) و ،f 1 ؛ لتكون log 2 (6x - 8)  أدخل
ثم مثّل المعادلتين بيانيًّا، وذلك بالضغط على المفاتيح:

    log  2  (6x - 8)      log  3  (20x + 1) 

™WÉ≤àdG •É≤f استعمال ميزة  :2 Iƒ£îdG
استعمل ميزة  في قائمة  ، لتقدير إحداثيِّي 

الزوج المرتب لنقطة تقاطع التمثيلين البيانيين.
اضغط على مفتاح  واختر  واختر منها  ، 

ا بنقطة التقاطع، سيظهر الزوج  ك المؤشر مرورً ثم اضغط في أي نقطة على الشاشة وحرّ
المرتب (4 ,4)، وحيث إن الإحداثي x لنقطة التقاطع يساوي 4 ؛ إذن حل المعادلة يساوي 4 

. استعمل خاصية hóédG∫ لتتحقق من الحلّ  :3 Iƒ£îdG

تحقق من صحة حلّك باستعمال خاصية hóédG∫ وذلك بالضغط على مفتاح  واختيار 
 ثم اختيار 

 ، x = 4 للتمثيلين البيانيين وهي y عندها قيم التي تتساو x اختبر قيم الجدول لتجد قيمة
تَا y للدالتين متساويتين؛ لذا فإن حل المعادلة يساوي 4. عند القيمة  x = 4، تكون قيمَ

:øjQÉªJ

استعمل الحاسبة البيانية TI-nspire لحل كل معادلة فيما يأتي، ثم تحقق من صحة حلك: 

 log6 (7x + 1) = log4 (4x - 4)    log2 (3x + 2) = log3 (12x + 3)   

 log10 (1 - x) = log5 (2x + 5)    log2 3x = log3 (2x + 2)   

 log3 (3x - 5) = log3 (x + 7)    log4 (3x + 7) = log3 (5x - 6)   

 log2 2x = log4 (x + 3)    log5 (2x + 1) = log4 (3x - 2)   

 :á«fÉ«ÑdG áÑ°SÉëdG πª©e
á«ªàjQÉZƒ∏dG äÉæjÉÑàªdGh ä’OÉ©ªdG πM

Solving Logarithmic Equations and Inqualites

1 

2( 1(

4( 3(

6( 5(

8( 7(



1 
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وبطريقة مشابهة، يمكنك استعمال الحاسبة البيانيّة TI-nspire لحل متباينات لوغاريتمية

. lo g  4  (10x + 1) < lo g  5  (16 + 6x):؛ لحل المتباينة اللوغاريتميةTI-nspire  استعمل الحاسبة البيانية

تمثيل المتباينات المناظرة  :1 Iƒ£îdG
أعد كتابة المسألة على صورة نظام من المتباينات.

 ، y >  log   4  (10x + 1) أو ،  log   4  (10x + 1) < y المتباينة الأولى هي
والمتباينة الثانية هي y < lo g  5  (16 + 6x) ، ثم مثّلها بالضغط على المفاتيح:

      log   4  (10x - 1)      log   5  (16 + 6x)  

تحديد مجموعة الحل  :2 Iƒ£îdG

 الحد الأيسر لمجموعة الحل هو عندما تكون المتباينة
 . 10x + 1 ≤ 0 الأولى غير معروفة، وهي كذلك عندما

10 x + 1 ≤ 0

10 x ≤ -1

x ≤ -   1 _ 
10

  

 استعمل ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ لإيجاد الحد الأيمن، وذلك بالضغط على مفتاح  
 ثم اضغط في أي نقطة 

وذلك بالضغط على مفتاح 
واختيار  ومنها 

ا بنقطة التقاطع، سيظهر الزوج المرتب  (2 ,1.5)، ك المؤشر مرورً على الشاشة وحرّ
.{x | -0.1 < x < 1.5}ويمكنك استنتاج أن مجموعة الحل هي

استعمال ميزة äÉfÉ«ÑdG ∫hGóLh ºFGƒ≤dG ≥«Ñ£J للتحقق من الحل.  :3 Iƒ£îdG
ابدأ الجدول عند 0.1-، واستعرض قيم x بزيادة 0.1 كل مرة، وحرك المؤشر باحثًا في الجدول.

اضغط على المفاتيح:  ، واكتب  y1 =  log   4  (10x + 1) في العمود الثاني،
ة، ستر أن قيم   في كل مرّ

4  في العمود الثاني،

y2 =  log   5  (16 + 6x) في العمود الثالث، واختر 

. {x | -0.1 < x < 1.5} :الجدول تؤكد أن مجموعة حل المتباينة هي

:øjQÉªJ
استعمل الحاسبة البيانيّة TI-nspire؛ لحل كل متباينة مما يأتي، ثم تحقق من صحة حلّك: 

log   5  (12 x + 5) ≤  log   5  (8 x + 9)   log 7 x < -1   

log   5  (3 - 2 x) ≥  log   5  (4 x + 1)   log   3  (7 x - 6) <  log   3  (4 x + 9)   

log3 (3x - 5) ≥ log3 (x + 7)   log4 (9x + 1) > log3 (18x - 1)   

log2 2x ≤ log4 (x + 3)   log5 (2x + 1) < log4 (3x - 2)   

2 

10( 9(

12( 11(

14( 13(

16( 15(
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á«°SÉ°SC’G º«gÉØªdG

(2-1 , 2-2 ¿É°SQódG) á«°SC’G ∫GhódG

 å«M , y = ab x IQƒ°üdG ≈∏Y á«°SC’G ∫GhódG ¿ƒµJ  •
 . a ≠ 0, b > 0 , b ≠ 1

 å«M , ÉkÑLƒe GkOóY b ¿Éc GPEG :á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN  •
. x = y ¿Éc GPEG §≤ah G kPEG b x = b y ¿EÉa , b ≠ 1

 b x > b y ¿EÉa ,b > 1 ¿Éc GPEG :á«°SC’G ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN  •
. x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG

.»°SCG ƒªf ádGO f (x) = b x, b > 1 á«°SC’G ádGódG  •

.»°SCG ∫Óëª°VG ádGO f (x) = b x, 0 < b < 1 á«°SC’G ádGódG  •

(2-3 ¢SQódG) á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫GhódGh äÉªàjQÉZƒ∏dG

 ádOÉ©ª∏d á«°SC’G IQƒ°üdG ¿EÉa b > 0, b ≠ 1, x > 0 ¿Éc GPEG  •
 IQƒ°üdGh ,  b   y  = x »g y =  log  b  x á«ªàjQÉZƒ∏dG

 log   b  x = y »g x =  b   y  á«°SC’G ádOÉ©ª∏d á«ªàjQÉZƒ∏dG

(2-4 ¢SQódG) äÉªàjQÉZƒ∏dG ¢üFÉ°üN

 ,ÉkÑLƒe GkOóY b ¿Éc GPEG :á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN  •
 ¿Éc GPEG §≤ah GPEG   log   b  x =  log   b  y ¿EÉa , b ≠ 1 å«M

. x = y

 ,áÑLƒe á«≤«≤M GkOGóYCG x, y, b âfÉc GPEG :áª°ù≤dGh Üô°†dG  •
:¿EÉa b ≠ 1 å«M

 log   b  xy =  log   b  x  +  log   b  y
 log   b    x _ y    =   log   b  x  -  log   b  y nh

 ø«ÑLƒe øjOóY …CGh ,m  »≤«≤M OóY …C’ :Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd  •
.  log   b   x  m  = m  log   b  x:¿EÉa b ≠ 1 å«M x , b

 ¿EÉa ,b > 1 ¿Éc GPEG :á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN  •
. x > y ¿Éc GPEG §≤ah GPEG  log   b  x >  log   b  y

(2-6 ¢SQódG) …ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG

. 10 ¬°SÉ°SCG …òdG ºàjQÉZƒ∏dG ƒg …ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG  •

log  a  n  =   
 log  b  n

 _ 
 log  b  a

    :¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U  •

äGOôØªdG
82 ¢U á«°SC’G ádGódG

83 ¢U »°SC’G ƒªædG

83 ¢U ƒªædG πeÉY

84 ¢U »°SC’G ∫Óëª°V’G

84 ¢U ∫Óëª°V’G πeÉY

92 ¢U á«°SC’G ádOÉ©ªdG

93 ¢U ÖcôªdG íHôdG

94 ¢U á«°SC’G áæjÉÑàªdG

97 ¢U ºàjQÉZƒ∏dG

99 ¢U á«ªàjQÉZƒ∏dG ádGódG

112 ¢U á«ªàjQÉZƒ∏dG ádOÉ©ªdG

114 ¢U á«ªàjQÉZƒ∏dG áæjÉÑàªdG

118 ¢U …ô°û©dG ºàjQÉZƒ∏dG

121 ¢U ¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°U

∂JGOôØe ôÑàNG
اختر المفردة المناسبة من القائمة أعلاه لإكمال كل جملة فيما يأتي:

الدالة التي على الصورة f (x) = b x ، حيث b > 1 تسمى دالة   1(  
. 

 x  يسمى y المتغير . x = b y في المعادلة  2(  
. b للأساس

يسمى اللوغاريتم ذو الأساس 10  .   3(  

هي معادلة يظهر فيها المتغير على صورة أس.   4(  

يمكنك باستعمال  كتابة عبارات لوغاريتمية   5(  
مكافئة للوغاريتم بأساس مختلف. 

 A(t) = a(1 - r)t 1 في الدالة الأسية - r يُسمى الأساس  6(  
. 

 b > 0 , b ≠ 1 حيث ، y = log b x تُسمى الدالة  7(  

äGOôØªdG

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO
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 _ log2   1 على الصورة الأسية.
16

اكتب 4- =     22(  

اكتب 100 = 102 على الصورة اللوغاريتمية.  23(  

أوجد قيمة كل مما يأتي:

-3 log2   1 _ 
8
   25(  4 log4 256  24(  

مثّل الدالتين الآتيتين بيانيًّا:

f (x) =   1 _ 
6
   lo g  

  1 _ 
3
  
  (x - 2)  27(  f (x) = 2 log10 x + 4  26(  

. log2 64 أوجد قيمة

y …hÉ°ùJ IQÉÑ©dG ¿CG ¢VôaG log2 64 = y

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 64 = 2 y

64 = 26 26 = 2 y

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 6 = y

.log  2  64 = 6  إذن

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة كل مما 
يأتي:

log 5 64  29(  log 5 8  28(  

log 5   1 _ 
8
   31(  log 5 4  30(  

log 5   1 _ 
2
   32(  

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المطولة:
 log   5  a  b   -3   c   4   d  -2  34(   log   3  2  x   5   y   2   z   3  33(  

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المختصرة:

3  log   2   x   2  -   1 _ 
3
    log  2  (x - 4)  35(  

2  log   2  (z - 1) -  log   2 (2 z - 1)  36(  

á«°VQCG äGõg: تقاس قوة الهزة الأرضية بمقياس لوغاريتمي   37(  
يُسمى مقياس ريختر، وتعطى قوة الهزة M بالمعادلة 

M = 1 + log10 x ، حيث x شدة الهزة الأرضية. كم مرة تعادل 
لت 10 درجات على مقياس ريختر شدةَ هزة  شدةُ هزة أرضية سجّ

لت 7 درجات على المقياس نفسه؟ أرضية أخر سجّ

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة 
. log5 32

32 = 16 × 2 log5 32 = log 5 (16 × 2)

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN = log 5 16 + log 5 2

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 1.7227 + 0.4307

§ u°ùH ≈ 2.1534

اكتب log3 x 2  y   -4  z بالصورة المطولة:

 x   2  ,  y   -4  , z العبارة هي لوغاريتم حاصل ضرب

 log  3   x  2   y   -4  z

=  log  3   x  2  +  log  3   y  -4  +  log  3  zäÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

= 2  log  3  x - 4  log  3  y +  log  3  zIƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

3
2-3(97 - 103 äÉëØ°üdG) á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫GhódGh äÉªàjQÉZƒ∏dG

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

4
2-4(105 - 111 äÉëØ°üdG) äÉªàjQÉZƒ∏dG ¢üFÉ°üN

5

¢ShQódG á©LGôe

مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا، وحدد مجالها ومداها:

f (x) = -5(2)x  9(  f (x) = 3x  8(  

f (x) = 32x + 5  11(  f (x) = 3(4)x - 6  10(  

f (x) =   3 _ 
5
     (  2 _ 

3
  )   

x - 2
  + 3  13(  f (x) = 3  (  1 _ 

4
  )   

x + 3
  - 1  12(  

Éµ°S¿: يبلغ عدد سكان مدينة ما 120000 نسمة، وقد بدأ العدد   14(  
ا. بالتناقص بمعدل %3 سنويًّ

اكتب دالة تمثل عدد سكان المدينة بعد t سنة.  (a  

كم سيكون عدد السكان بعد 10 سنوات؟  (b  

  f (x) = -2(3)x + 1 مثّل الدالة
بيانيًّا، وحدد مجالها ومداها.

التمثيل البياني للدالة هو تحويل 
f(x) =  3  x  للتمثيل البياني للدالة

a = -2 : ينعكس التمثيل البياني   •
حول المحور x ويتسع رأسيًّا.

•  h = 0 : لا يوجد انسحاب أفقي.

k = 1 : يسحب التمثيل البياني وحدة واحدة إلى الأعلى.  •

المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية .

{ f (x)| f (x) < 1} هو المد

لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي: حُ

34x = 93x + 7  16(  16x =   1 _ 
64

   15(  

83 - 3y = 2564y  18(  643n = 82n - 3  17(  

273x ≤ 92x - 1  20(   9x - 2 >  (  1 _ 
81

  ) 
x + 2

 19(  

Éjô«àµH: بدأت عينة خلايا بكتيرية بـ 5000 خلية. وبعد   21(  
8 ساعات أصبح عددها 28000 خلية تقريبًا.

اكتب دالة أسية تمثل عدد الخلايا البكتيرية بعد x ساعة إذا   (a  
ا الناتج إلى أقرب  استمر تغير عدد الخلايا بالمعدل نفسه مقربً

ثلاث منازل عشرية.

ما عدد الخلايا البكتيرية المتوقعة بعد h 32؟  (b  

.43x = 32x - 1  لّ المعادلة حُ

43x = 32x -1á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

(22)3x = (25)x - 1¢SÉ°SC’G ó«Mƒàd áHÉàµdG óYCG

26x = 25x - 5§ u°ùH

 6x = 5x - 5¢ù°SCÓd IGhÉ°ùªdG á«°UÉN

x = -5§ u°ùH

الحل هو 5- .

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

1
2-1(82 - 89 äÉëØ°üdG) á«°SC’G ∫GhódG

y

xO−6 −2−4 1 2

2
1

-2
-3
-4
-5
-6

f (x) = -2(3)x+ 1

f (x) = 3x

2
2-2(92 - 96 äÉëØ°üdG) á«°SC’G äÉæjÉÑàªdGh ä’OÉ©ªdG πM
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 _ log2   1 على الصورة الأسية.
16

اكتب 4- =     22(  

اكتب 100 = 102 على الصورة اللوغاريتمية.  23(  

أوجد قيمة كل مما يأتي:

-3 log2   1 _ 
8
   25(  4 log4 256  24(  

مثّل الدالتين الآتيتين بيانيًّا:

f (x) =   1 _ 
6
   lo g  

  1 _ 
3
  
  (x - 2)  27(  f (x) = 2 log10 x + 4  26(  

. log2 64 أوجد قيمة

y …hÉ°ùJ IQÉÑ©dG ¿CG ¢VôaG log2 64 = y

ºàjQÉZƒ∏dG ∞jô©J 64 = 2 y

64 = 26 26 = 2 y

á«°SC’G ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 6 = y

.log  2  64 = 6  إذن

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة كل مما 
يأتي:

log 5 64  29(  log 5 8  28(  

log 5   1 _ 
8
   31(  log 5 4  30(  

log 5   1 _ 
2
   32(  

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المطولة:
 log   5  a  b   -3   c   4   d  -2  34(   log   3  2  x   5   y   2   z   3  33(  

اكتب كل عبارة لوغاريتمية مما يأتي بالصورة المختصرة:

3  log   2   x   2  -   1 _ 
3
    log  2  (x - 4)  35(  

2  log   2  (z - 1) -  log   2 (2 z - 1)  36(  

á«°VQCG äGõg: تقاس قوة الهزة الأرضية بمقياس لوغاريتمي   37(  
يُسمى مقياس ريختر، وتعطى قوة الهزة M بالمعادلة 

M = 1 + log10 x ، حيث x شدة الهزة الأرضية. كم مرة تعادل 
لت 10 درجات على مقياس ريختر شدةَ هزة  شدةُ هزة أرضية سجّ

لت 7 درجات على المقياس نفسه؟ أرضية أخر سجّ

استعمل log 5 16 ≈ 1.7227 , log 5 2 ≈ 0.4307 لتقريب قيمة 
. log5 32

32 = 16 × 2 log5 32 = log 5 (16 × 2)

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN = log 5 16 + log 5 2

áÑ°SÉëdG πª©à°SG ≈ 1.7227 + 0.4307

§ u°ùH ≈ 2.1534

اكتب log3 x 2  y   -4  z بالصورة المطولة:

 x   2  ,  y   -4  , z العبارة هي لوغاريتم حاصل ضرب

 log  3   x  2   y   -4  z

=  log  3   x  2  +  log  3   y  -4  +  log  3  zäÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN

= 2  log  3  x - 4  log  3  y +  log  3  zIƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉN

3
2-3(97 - 103 äÉëØ°üdG) á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫GhódGh äÉªàjQÉZƒ∏dG

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

4
2-4(105 - 111 äÉëØ°üdG) äÉªàjQÉZƒ∏dG ¢üFÉ°üN

5

¢ShQódG á©LGôe

مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا، وحدد مجالها ومداها:

f (x) = -5(2)x  9(  f (x) = 3x  8(  

f (x) = 32x + 5  11(  f (x) = 3(4)x - 6  10(  

f (x) =   3 _ 
5
     (  2 _ 

3
  )   

x - 2
  + 3  13(  f (x) = 3  (  1 _ 

4
  )   

x + 3
  - 1  12(  

Éµ°S¿: يبلغ عدد سكان مدينة ما 120000 نسمة، وقد بدأ العدد   14(  
ا. بالتناقص بمعدل %3 سنويًّ

اكتب دالة تمثل عدد سكان المدينة بعد t سنة.  (a  

كم سيكون عدد السكان بعد 10 سنوات؟  (b  

  f (x) = -2(3)x + 1 مثّل الدالة
بيانيًّا، وحدد مجالها ومداها.

التمثيل البياني للدالة هو تحويل 
f(x) =  3  x  للتمثيل البياني للدالة

a = -2 : ينعكس التمثيل البياني   •
حول المحور x ويتسع رأسيًّا.

•  h = 0 : لا يوجد انسحاب أفقي.

k = 1 : يسحب التمثيل البياني وحدة واحدة إلى الأعلى.  •

المجال هو مجموعة الأعداد الحقيقية .

{ f (x)| f (x) < 1} هو المد

لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي: حُ

34x = 93x + 7  16(  16x =   1 _ 
64

   15(  

83 - 3y = 2564y  18(  643n = 82n - 3  17(  

273x ≤ 92x - 1  20(   9x - 2 >  (  1 _ 
81

  ) 
x + 2

 19(  

Éjô«àµH: بدأت عينة خلايا بكتيرية بـ 5000 خلية. وبعد   21(  
8 ساعات أصبح عددها 28000 خلية تقريبًا.

اكتب دالة أسية تمثل عدد الخلايا البكتيرية بعد x ساعة إذا   (a  
ا الناتج إلى أقرب  استمر تغير عدد الخلايا بالمعدل نفسه مقربً

ثلاث منازل عشرية.

ما عدد الخلايا البكتيرية المتوقعة بعد h 32؟  (b  

.43x = 32x - 1  لّ المعادلة حُ

43x = 32x -1á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

(22)3x = (25)x - 1¢SÉ°SC’G ó«Mƒàd áHÉàµdG óYCG

26x = 25x - 5§ u°ùH

 6x = 5x - 5¢ù°SCÓd IGhÉ°ùªdG á«°UÉN

x = -5§ u°ùH

الحل هو 5- .

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

1
2-1(82 - 89 äÉëØ°üdG) á«°SC’G ∫GhódG

y

xO−6 −2−4 1 2

2
1

-2
-3
-4
-5
-6

f (x) = -2(3)x+ 1

f (x) = 3x

2
2-2(92 - 96 äÉëØ°üdG) á«°SC’G äÉæjÉÑàªdGh ä’OÉ©ªdG πM
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لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي إن أمكن، ثم تحقق من صحة حلك: حُ

 log   16  x =   3 _ 
2
   38(  

 log   2    1 _ 
64

   = x  39(  

 log   4  x < 3  40(  

 log   5  x < -3  41(  

 log   9  (3x - 1) =  log   9  (4x)  42(  

 log   2  ( x   2  - 18) =  log   2  (-3x)  43(  

 log   3  (3x + 4) ≤  log   3  (x - 2)  44(  

äƒ°U: استعمل القانون L = 10 log 10 R ، حيث L ارتفاع   45(  

الصوت، R الشدة النسبية للصوت لإيجاد الفرق بين ارتفاع 

ا يتكلمون في الوقت نفسه وارتفاع صوت  أصوات 20 شخصً

شخص واحد على فرض أن الشدة النسبية لصوت الشخص 

. 80 dB الواحد يساوي

لّ المعادلة log 3 3x + log 3 4 = log 3 36، ثم تحقق من صحة حلك. حُ

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 3 3x + log 3 4 = log3 36

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN log 3 3x(4) = log3 36

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 3x(4) = 36

Üô°VG 12x = 36

12 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x = 3

:≥≤ëàdG

log 3 3x + log 3 4 = log 3 36

log 3 3 × 3 + log 3 4 = log 3 36

log 3 9 + log 3 4 = log 3 36

log 3 (9 × 4) = log 3 36

log 3 36 = log 3 36

الحل صحيح.

 _ log 27 x <   2، ثم تحقق من صحة حلك.
3
لّ المتباينة    حُ

á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG log 27 x <   2 _ 
3
  

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x < 2 7  
  2 _ 
3
  
 

§ u°ùH x < 9

  

 
 
    


 x | x < 9 , x � R  


 
 
    


إذن مجموعة الحل هي   

:≥≤ëàdG
عوض بعدد أقل من 9، وعدد أكبر من 9 في المتباينة الأصلية

 x =  27  x =  1  

log27 27 <    2 _ 
3
   log27 1 <    2 _ 

3
   

1 <    2 _ 
3
  0 <    2 _ 

3
  

1 <    2 _ 
3
    ✗  0 <    2 _ 

3
    ✓  

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

6
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ب الناتج إلى أقرب جزء من  لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي، وقرّ حُ
عشرة آلاف.

3x = 15  46(  

 6  x
2
  = 28  47(  

8 m + 1 = 30  48(  

 12 r - 1 = 7 r  49(  

3 5 n > 24  50(  

5x + 2 ≤ 3x  51(  

)52  اكتب كلاًّ مما يأتي بدلالة اللوغاريتم العشري، ثم أوجد قيمته   
ا إلى أقرب جزء من عشرة آلاف. مقربً

log 4 11  (a  

log 2 15  (b  

Ée∫: استثمر خالد مبلغ 10000 ريال في مشروع تجاري، وتوقع   53(  
ا نسبته %5 ، وتضاف الأرباح إلى رأس المال كل 4  ا سنويًّ ربحً
أشهر. استعمل القانون  A =   P(1 +   r _ n   )   n t ، حيث A المبلغ 

الكلي بعد t سنة، P المبلغ الأصلي الذي تم استثماره أو رأس 
ل الربح السنوي، n عدد مرات إضافة الأرباح إلى  المال،r  معدّ

رأس المال في السنة.

كم يكون الزمن المتوقع ليصبح المبلغ الكلي 15000 ريال؟  (a  

كم يكون الزمن المتوقع ليصبح المبلغ الكلي مثلي المبلغ   (b  
الأصلي؟

ب الناتج إلى أقرب جزء من عشرة  لّ المعادلة: 3x = 7 x + 1 5 ، وقرّ حُ
آلاف.

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG 53x = 7x + 1

 ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 
á«ªàjQÉZƒ∏dG log 53x = log 7x+1

 Iƒ≤dG á«°UÉN 
äÉªàjQÉZƒ∏d 3x log 5 = (x + 1) log 7

™jRƒàdG á«°UÉN 3x log 5 = x log 7 + log 7

 Óc øe x log 7 ìôWG
ø«aô£dG 3x log 5 - x log 7 = log 7

∑ôà°ûe πeÉY x êôNCG x(3 log 5 - log 7) = log 7

 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG
3 log 5 - log 7

x =   
log 7 
 __  

 3 log 5 - log 7
  

áÑ°SÉëdG πª©à°SG x ≈ 0.6751

8
2-6(118 - 124 äÉëØ°üdG) ájô°û©dG äÉªàjQÉZƒ∏dG

لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي إن أمكن، ثم تحقق من صحة حلك: حُ

 log   16  x =   3 _ 
2
   38(  

 log   2    1 _ 
64

   = x  39(  

 log   4  x < 3  40(  

 log   5  x < -3  41(  

 log   9  (3x - 1) =  log   9  (4x)  42(  

 log   2  ( x   2  - 18) =  log   2  (-3x)  43(  

 log   3  (3x + 4) ≤  log   3  (x - 2)  44(  

äƒ°U: استعمل القانون L = 10 log 10 R ، حيث L ارتفاع   45(  

الصوت، R الشدة النسبية للصوت لإيجاد الفرق بين ارتفاع 

ا يتكلمون في الوقت نفسه وارتفاع صوت  أصوات 20 شخصً

شخص واحد على فرض أن الشدة النسبية لصوت الشخص 

. 80 dB الواحد يساوي

لّ المعادلة log 3 3x + log 3 4 = log 3 36، ثم تحقق من صحة حلك. حُ

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG log 3 3x + log 3 4 = log3 36

äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉN log 3 3x(4) = log3 36

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d IGhÉ°ùªdG á«°UÉN 3x(4) = 36

Üô°VG 12x = 36

12 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG x = 3

:≥≤ëàdG

log 3 3x + log 3 4 = log 3 36

log 3 3 × 3 + log 3 4 = log 3 36

log 3 9 + log 3 4 = log 3 36

log 3 (9 × 4) = log 3 36

log 3 36 = log 3 36

الحل صحيح.

 _ log 27 x <   2، ثم تحقق من صحة حلك.
3
لّ المتباينة    حُ

á«∏°UC’G áæjÉÑàªdG log 27 x <   2 _ 
3
  

á«ªàjQÉZƒ∏dG ∫Ghó∏d øjÉÑàdG á«°UÉN x < 2 7  
  2 _ 
3
  
 

§ u°ùH x < 9

  

 
 
    


 x | x < 9 , x � R  


 
 
    


إذن مجموعة الحل هي   

:≥≤ëàdG
عوض بعدد أقل من 9، وعدد أكبر من 9 في المتباينة الأصلية

 x =  27  x =  1  

log27 27 <    2 _ 
3
   log27 1 <    2 _ 

3
   

1 <    2 _ 
3
  0 <    2 _ 

3
  

1 <    2 _ 
3
    ✗  0 <    2 _ 

3
    ✓  

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

6
2-5(112 - 117 äÉëØ°üdG) á«ªàjQÉZƒ∏dG äÉæjÉÑàªdGh ä’OÉ©ªdG πM
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ا؛ بسبب ما يسمى التضخم. ونتيجة  QÉ©°SCG: تزداد أسعار السلع سنويًّ   
ا، ويُعطى سعر  لذلك، يزداد سعر إحد السلع بمعدل %4.5 سنويًّ

هذه السلعة بالدالة  M(t)=275(1.045 )  t ، حيث t عدد السنوات
(2-1 ¢SQódG) بعد عام 1432هـ

كم كان سعر السلعة عام 1432هـ؟   (a  

ا، فكم سيكون  إذا استمر تضخم سعر السلعة بمعدل %4.5 سنويًّ  (b  
سعرها عام 1447هـ تقريبًا؟

ا من لحظة شرائها،  ا بدءً äGQÉ«°S: ينخفض سعر سيارة جديدة سنويًّ   
ويُعطى سعر هذه السيارة بعد t سنة من شرائها بالمعادلة 

(2-2 ¢SQódG) . f (t) = 80000(0.8 )  t 

ما معدل انخفاض سعر السيارة سنويًّا؟   (a  

متى يصبح سعر السيارة مساويًا لنصف سعرها الأصلي؟   (b  

QÉªãà°SG: ورثت فاطمة عن والدها مبلغ 250000 ريال، واستثمرته    
(2-2 ¢SQódG) :في مشروع، وتزايد كما في الجدول أدناه

áæ°ùdG(∫ÉjQ) ≠∏ÑªdG

1422250000 هـ

1430329202 هـ

1435390989 هـ

اكتب دالة أسية يمكن استعمالها لإيجاد المبلغ الكلي بعد t سنة من   (a  

الاستثمار. 

إذا استمر تزايد المبلغ بالمعدل نفسه، ففي أي سنة يصبح المبلغ   (b  

الكلي 500000 ريال تقريبًا؟ 
AÉ«ª«c: يُعطى عدد السنوات t اللازمة لاضمحلال الكمية الأصلية   

 N  0  جرام من مادة مشعة لتصبح N جرام بالمعادلة 

(2-3 ¢SQódG) t =   
16  log   10    N _ 

 N  0  
  
 _ 

 log  10    1 _ 
2
  
   

بشكل تقريبي، بعد كم سنة تقريبًا يضمحل 100g من المادة   (a  
المشعة لتصبح 30g؟ 

ما النسبة التقريبية لما يتبقى من 100g بعد 40 سنة؟   (b  

R’R∫: مقياس ريختر هو نظام عددي لتحديد قوة الزلازل. وتعتمد    
درجة مقياس ريختر R على الطاقة الصادرة عن الزلزال E بوحدة 

الكيلوواط لكل ساعة. وتُعطى R بالعلاقة:
(2-5 ¢SQódG) R = 0.67 ·  log  10  (0.37E) + 1.46

أوجد قيمة R لزلزال أصدر 1000000 كيلو واط في الساعة.  (a  

ته 7.5 على مقياس ريختر. ر كمية الطاقة الصادرة عن زلزال قوّ قدّ  (b  
 

ف زمن الجيل G بأنه الزمن اللازم ليصبح عدد فصيلة  AÉ«MCG: يعرّ   
نادرة من الحيوانات مثلي ما كان عليه، ويُعطى بالصيغة 

 _ G =   t ، حيث b العدد الأصلي، d العدد النهائي، t الفترة 
2.5 lo g  b  d

   

الزمنية. إذا كان زمن الجيل لهذه الفصيلة 6 سنوات، ويوجد الآن من 
هذه الفصيلة 5 حيوانات، فما الفترة الزمنية اللازمة ليصبح عدد 

(2-5 ¢SQódG) حيوانات هذه الفصيلة 3125 حيوانًا؟

 ،(I) تُعطى العلاقة بين شدة الصوت بالواط لكل متر مربع :äƒ°U   
وعدد وحدات الديسبل β بالمعادلة

(2-6 ¢SQódG)  β = 10  log  10    I _ 
 10  -12 

   

د شدة الصوت إذا كان عدد وحدات الديسبل 100. حدّ  (a  

قارنت سميرة الصوت في الفرع a مع صوت آخر عدد وحدات   (b  
ة الصوت الثاني  الديسبل فيه 50 ديسبل ، فاستنتجت أن شدّ

ر  ة الصوت الأول. هل استنتاجها صحيح؟ برّ تساوي نصف شدّ
إجابتك.

ته  8-  0 1 × 1 واط لكل متر مربع. كم يزيد عدد  صوت شدّ  (c  
وحدات الديسبل إذا ضوعفت شدته؟

Ée∫: السعر الأصلي لسلعة 8000 ريال، وازداد سعرها باستمرار؛    
بسبب التضخم بطريقة الربح المركب حتى بلغ 12000 ريال بعد 5 

(2-6 ¢SQódG) .سنوات

ا، فبعد كم سنة يصبح سعر  إذا كان معدل التضخم %6 سنويًّ  (a  
السلعة 12000 ريال ؟

ما معدل التضخم الذي يصبح عنده سعر السلعة 12000 ريال بعد   (b  
5 سنوات؟

πFÉ°ùeh äÉ≤«Ñ£J
54(

55(

56(

57(

58(

59(

60(

61(

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO
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مثّل كل دالة مما يأتي بيانيًّا، وحدد مجالها ومداها: 

f (x) = 3x - 3 + 2   

f (x) = 2   (  3 _ 
4
  )  

x + 1
  - 3   

ب الناتج إلى أقرب أربع منازل  لّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي، وقرّ حُ
عشرية كلما لزم ذلك:

  8c + 1 = 162c + 3   

9x - 2 >   (  1 _ 
27

  )  
x
    

2a + 3 = 32a - 1   

log2 (x2 - 7) = log2 6x   

log5 x > 2   

log3 x + log3 (x - 3) = log3 4   

6n - 1 ≤ 11n   

استعمل log 5 11 ≈ 1.4899 , log 5 2 ≈ 0.4307، لتقريب قيمة كل
مما يأتي إلى أقرب جزء من عشرة آلاف:

log5 44   

log5   11 _ 
2
    

Éµ°S¿: كان عدد سكان مدينة ما قبل 10 أعوام 150000 نسمة، ثم    

تزايد بعد ذلك عددهم بمعدل ثابت كل سنة، ليصبح الآن 185000 
نسمة.

اكتب دالة أسية يمكن أن تمثِّل عدد السكان بعد x سنة إذا استمرت   (a  
ا الناتج إلى أقرب أربع منازل عشرية. الزيادة بالمعدل نفسه مقربً

كم يصبح عدد السكان بعد 25 سنة؟   (b  

 _ log 9 27 =   3 على الصورة الأسية.
2
اكتب      

 _ log 4   1؟
64

Oó©àe øe QÉ«àNG: ما قيمة      

  1 _ 
3
   C  -3  A  

3  D  -  1 _ 
3
   B  

áYGQR: تمثِّل المعادلة y = 3962520(0.98)x تراجع عدد المزارع     

 ـ، y عدد المزارع.  في بلد ما، حيث x عدد الأعوام منذ عام 1380 ه

كيف يمكنك أن تعرف أن عدد المزارع يتناقص؟  (a  

بأي نسبة يتناقص عدد المزارع؟  (b  

تنبأ بعد كم سنة يصبح عدد المزارع مليون مزرعة.   (c  

ا  ô«aƒJ: استثمر سلمان مبلغ 75000 ريال في مشروع تجاري متوقعً   
ا نسبته %9 ، بحيث يتم إضافة الأرباح إلى رأس المال  ا سنويًّ ربحً

ا . شهريًّ

ما المبلغ الكلي المتوقع بعد 5 سنوات؟  (a  

بعد كم سنة يتوقع أن يصبح المبلغ الكلي مثلي المبلغ المستثمر   (b  

عند البداية؟

بعد كم سنة يتوقع أن يصبح المبلغ الكلي 100000 ريال؟  (c  

Oó©àe øe QÉ«àNG: ما حل المعادلة    

log 4 16 - log 4 x = log 4 8؟

2  C    1 _ 
2
   A  

8  D  4  B  

Oó©àe øe QÉ«àNG: أي الدوال الآتية لها التمثيل البياني أدناه؟   

  

O

y

x−2−4 1 2 3 4

4
3
2
1

-1
-2
-3

y = log10 (x - 5)  A  

y = 5 log10 x  B  

y = log10 (x + 5)  C  

y = -5 log10 x  D  

اكتب العبارة اللوغاريتمية    
 log   3  x + 6   log   3  ( z - 2) +   log   3   t   2   2- بالصورة 

المختصرة.

π°üØdG QÉÑàNG
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á«ã∏ãªdG ä’OÉ©ªdGh äÉ≤HÉ£àªdG
Trigonometric Identities and Equations

:≥Ñ°S Éª «a
 ,á«ã∏ãªdG ∫GhódG oâ°SQO

.á«fÉ«ÑdG É¡JÓ«ãªJh

:¿B’Gh
 äÉ≤HÉ£àªdG áë°U âÑKCG  ■

.É¡∏ª©à°SCGh á«ã∏ãªdG
 äÉ≤HÉ£àªdG πª©à°SCG  ■

 ø«àjhGR ´ƒªéªd á«ã∏ãªdG
.Éª¡æ«H ¥ôØdGh

 äÉ≤HÉ£àªdG πª©à°SCG  ■

 ájGhõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG
.É¡Ø°üfh

.á«ã∏ãe ä’OÉ©e qπMCG  ■

?GPÉªd

 πª©à°ùJ :äÉ«fhôàµdEG 
 »a ájƒjOGôdG äÉLƒªdG

 Iõ¡LC’G øe ójó©dG
 ∞JÉ¡dGh RÉØ∏àdÉc á«fhôàµdE’G
 π«ãªJ øµªjh .Égô«Zh ∫É≤ædG

 ∫GhódÉH ájƒjOGôdG äÉLƒªdG
 OÉéjEG øµªj å«ëH ,á«ã∏ãªdG

 ∫Éª©à°SÉH RÉ¡édG IQób
.á«ã∏ãe ádOÉ©e

 ÖàcG :á≤HÉ°S IAGôb
 ∫GhódG øY ¬aô©J ÉªH áªFÉb

 ¬ª∏©àà°S ÉªH CÉÑæJ ºK ,á«ã∏ãªdG
.π°üØdG Gòg »a
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O

1sin θ

cos θ

θ

(cos θ, sin θ)

cos2 θ + sin2 θ = 1 

x

y

r

x

y

sin θ =     =  cos(     -θ)y
r

tan θ =     =  cot(     -θ)
y
x

θ

- θ

π
2

π
2

π
2

y

O x

(x, y)

(x, -y)

- θ
θ

sin θ = y
cos θ = x

sin (-θ) = -y
cos (-θ) = x
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يمكنك استعمال المتطابقات الأساسية، لإيجاد القيم الدقيقة للدوال المثلثية، كما يمكنك إيجاد قيم تقريبية لها 
باستعمال الحاسبة البيانية.

. 90° < θ < 180° ، sin θ =   1 _ 
4
أوجد القيمة الدقيقة لِـ cos θ، إذا كان     (a  

= 1cos2 θ + sin2 θ¢SQƒZÉã«a äÉ≤HÉ£àe

= 1 -  sin  2  θcos2 θø«aô£dG Óc øe  sin  2  θ ìôWG

= 1 -   (  1 _ 
4
  )   

2
 cos2 θsin θ øe k’óH   1 _ 

4
    ¢VuƒY

= 1 -   1 _ 
16

  cos2 θ   1 _ 
4
    Oó©dG ™Hôe óLhCG

=   15 _ 
16

   cos2 θìôWG

= ±    
√ � 15  

 _ 
4
  cos θø«aô£dG Óµd »©«HôàdG QòédG òN

. cos θ = -     
√ � 15  

 _ 
4
وبما أن θ تقع في الربع الثاني، فإن cos θ تكون سالبة ، ولذلك فإن      

استعمل الحاسبة لإيجاد الإجابة التقريبية.  :≥≤ëàdG
si n  -1    1 _ 

4
أوجد     :1 Iƒ£îdG

áÑ°SÉëdG πª©à°SG   sin   -1    1 _ 
4
   ≈ 14.48°  

. θ ≈ 180° - 14.48° = 165.52° 90 ، فإن° < θ < 180° لأن  

cos θ أوجد  :2 Iƒ£îdG
عوض عن θ بـ 165.52° .  
cos 165.52° ≈ -0.97  

قارن الإجابة مع القيمة الدقيقة.  :3 Iƒ£îdG

-     
√ � 15  

 _ 
4
   ≈Q -0.97  

� -0.968 ≈ -0.97  

cot θ = -   3 _ 
5
   ; 270° < θ < 360° إذا كان csc θ أوجد القيمة الدقيقة لِـ  (b  

=  csc   2  θcot2 θ + 1¢SQƒZÉã«a äÉ≤HÉ£àe

=  csc   2  θ (-   3 _ 
5
  ) 

2
 + 1cot θ øe k’óH -   3 _ 

5
   ¢VuƒY

=  csc   2  θ  9 _ 
25

   + 1-    3 _ 
5
   Oó©dG ™Hôe óLhCG

=  csc   2  θ  34 _ 
25

     9 _ 
25

   + 1 =   9 _ 
25

   +   25 _ 
25

   =   34 _ 
25

  

= csc θ±     
√ � 34  

 _ 
5
  .ø«aô£∏d »©«HôàdG QòédG òN

. csc θ = -     
√ � 34  

 _ 
5
وبما أن θ تقع في الربع الرابع، فإن csc θ سالبة، ولذلك      

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
   . 270° < θ < 360° ، cos θ =   1 _ 

3
أوجد القيمة الدقيقة لِـ sin θ إذا كان     (1A 

  . 180° < θ < 270° ، sin θ = -   2 _ 
7
أوجد القيمة الدقيقة لِـ sec θ إذا كان     (1B 

1á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG ∫Éª©à°SG

ádGódG+-
sin θ

1 , 23 , 4
csc θ

cos θ
1 , 42 , 3

sec θ

tan θ
1 , 32 , 4

cot θ

A all functions

S sine

T tangent

C cosine

A

C

S

T

ádGódG+-
sin θ

1 , 23 , 4
csc θ

cos θ
1 , 42 , 3

sec θ

tan θ
1 , 32 , 4

cot θ

A all functions

S sine

T tangent

C cosine

A

C

S

T


 :´ÉHQC’G

 √ÉfOCG πµ°ûdGh ∫hóédG ∑óYÉ°ùj
 á«ã∏ãªdG ∫GhódG …CG ô qcòJ ≈∏Y

 ™HQ πc »a áÑdÉ°S É¡jCGh , áÑLƒe
. 1,2,3,4:´ÉHQC’G øe
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á«ã∏ãªdG äGQÉÑ©dG §«°ùÑJ: تبسيط العبارات الرياضية التي تحتوي على الدوال المثلثية، يعني إيجاد قيمة عددية 
للعبارة ، أو كتابتها بدلالة دالة مثلثية واحدة فقط، إن أمكن.

. sin θ csc θ _ 
cot θ

ط العبارة :       بسّ

=   
sin θ   1 _ 

sinθ
   
  __ 

   1 _ 
tan θ

  
    sin θ csc θ _ 

cot θ
  csc θ =   1 _ 

sin θ
   , cot θ =   1 _ 

tan θ
  

=   1 _ 
  1 _ 
tan θ

  
    sin θ _ 

sin θ
   = 1

=   1 _ 
1
   ·   tan θ _ 

1
   = tan θ  a _ 

b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

  sec θ _ 
sin θ

  (1 -  cos  2  θ)  (2B     tan  2  θ  csc  2  θ - 1  __ 
 sec  2  θ

   (2A 

ا في حل مسائل من واقع الحياة. تبسيط العبارات المثلثية يمكن أن يكون مفيدً

IAÉ°†à°S’G: ارجع إلى فقرة " لماذا؟ " في بداية الدرس. 

.E  بالنسبة لِـ sec θ =   I _ 
 ER  2 

حل المعادلة     (a  

=   I _ 
ER2

  sec θá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

=    I _ 
R2

  E sec θE »a ø«aô£dG Óc Üô°VG

=    I _ 
R2

  E   1 _ 
cos θ

    sec θ =   1 _ 
cos θ

  

=   I cos θ _ 
R2

  Ecos θ »a ø«aô£dG Óc Üô°VG

ر إجابتك.  __ R  2  =   I tan θ cos θ  ؟ فسِّ
E

هل المعادلة في الفرع a تكافئ المعادلة     (b  

=   I tan θ cos θ _ 
E

   R  2 á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= I tan θ cos θ ER  2 E »a ø«aô£dG Óc Üô°VG

=   I tan θ cos θ _ 
 R  2 

  E R  2  ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG

=   
I   sin θ _ 

cos θ
   cos θ
 _ 

 R  2 
  Etan θ =   sin θ _ 

cos θ
  

=   I sin θ _ 
 R  2 

  E§ u°ùH

 _ E =   I sin θ ، بينما المعادلة 
 R  2 

ط إلى:     _ R  2  =   I tan θ cos θ تبسّ
E

المعادلتان غير متكافئتين؛ فالمعادلة        

. E =   I cos θ _ 
 R  2 

في الفرع (a) تكتب على الصورة:   

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 τ = F r sin θ . في ذراعها، ويعطى بالمعادلة (F) يساوي حاصل ضرب القوة (τ) تعلم أن مقدار العزم  (3  
.(F) أعد كتابة المعادلة السابقة بدلالة

2á«ã∏ãªdG IQÉÑ©dG §«°ùÑJ 
 á«ã∏ãªdG IQÉÑ©dG §«°ùÑJ

 á«ã∏ãªdG äGQÉÑ©dG §«°ùÑJ óæY
 ¿CG IOÉY π¡°SC’G øe ¿ƒµj

 É¡©«ªL IQÉÑ©dG OhóM ÖàµoJ
 hCG / h  (sinθ )Ö«édG :ád’óH

.(cosθ ) ΩÉªàdG Ö«L ád’óH

33 á«°VÉjôdG ≠«°üdG áHÉàc IOÉYEG

 ±ôY øe ∫hCG ºg AÉeó≤dG áæYGôØdG
 ∂dP ºgóYÉ°Sh ,äÉã∏ãªdG ÜÉ°ùM
 ºK ,áKÓãdG äÉeGôgC’G AÉæH ≈∏Y

 ºgó©H øe ø«ª∏°ùªdG AÉª∏Y √Q sƒW
 , ¬d áãjóëdG ¢ù°SC’G Gƒ©°Vhh

 ¿Éch ,¬JGòH vÓ≤à°ùe É kª∏Y íÑ°UCGh
 : ¬d ø«°ù°SDƒªdG πFGhCG øe

 , »∏bQõdGh ,»fÉàÑdG ˆG óÑY ƒHCG
.»°Sƒ£dG øjódG ô«°üfh
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(1 ∫Éãe) :أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية

    0° < θ < 90° ، cot θ = 2 إذا كان ، tan θ   

    0° < θ < 90° ، cos θ =   2 _ 
3
csc θ ، إذا كان      

   270° < θ < 360°، cos θ =   5 _ 
13

sin θ ، إذا كان       

      270° < θ < 360° ، tan θ = -1 إذا كان ، sec θ   

    180° < θ < 270° ، sec θ = -3 إذا كان ، tan θ   

   180° < θ < 270° ، cot θ =   1 _ 
4
csc θ ، إذا كان      

    90° < θ < 180° ، sin θ =   4 _ 
5

cos θ ، إذا كان      

        sin θ < 0 ، sec θ = -   9 _ 
2

cot θ ، إذا كان      

(2 ∫Éãe)  :ط كل عبارة مما يأتي بسِّ

 csc  2  θ -  cot  2  θ   tan θ  cos  2  θ   

sec θ  tan  2  θ + sec θ       cos θ csc θ _ 
tan θ

    

sin  (  π _ 
2
   - θ) sec θ    sin θ (1 +  cot  2  θ)   

 (1 + sin θ)(1 - sin θ )      
cos (-θ)

 _ 
sin (-θ)

    

 csc θ -cos θ  cot θ    2 - 2 sin2 θ   

äÉjô°üH: عندما يمر الضوء من خلال عدسة مستقطبة للضوء، فإن    
شدة الضوء المار بهذه العدسة سيقل بمقدار النصف، ثم إذا مرّ 

الضوء بعدسة أخر بحيث يكون محور هذه العدسة يصنع زاوية 
 .مع محور العدسة الأولى، فإن شدة الضوء تقل مرة أخر θ قياسها

= I ،  حيث  I0 -   
I0 _ 

 csc  2  θ
يمكننا إيجاد شدة الضوء باستعمال الصيغة   

I0 شدة الضوء القادمة من العدسة الأولى المستقطبة، I هي شدة 
الضوء الخارجة من العدسة الثانية، θ الزاوية بين محوري 

(3 ∫Éãe) .العدستين
1

2

1



2

θ

cos θ ط الصيغة بدلالة بسّ  (a  

استعمل الصيغة المبسطة؛ لمعرفة شدة الضوء المار بالعدسة   (b  
الثانية بدلالة شدة الضوء قبل المرور بها إذا كان محور العدسة 

الثانية يصنع زاوية قياسها °30 مع محور العدسة الأولى. 

ى  ùª°ûdG¢: ترتبط قدرة كل جسم على امتصاص الطاقة بعامل e يُسمّ   
قابلية الامتصاص للجسم. ويمكن حساب قابلية الامتصاص 

= e ، حيث W معدل امتصاص جسم     W sec θ _ 
AS

باستعمال العلاقة    
الإنسان للطاقة من الشمس، و S  مقدار الطاقة المنبعثة من الشمس 

ضة لأشعة  بالواط لكل متر مربّع، و A المساحة السطحية المعرّ
الشمس، و θ الزاوية بين أشعة الشمس والخط العمودي على الجسم.

 .W  حل المعادلة بالنسبة لِـ  (a  

  e = 0.80 , θ = 40° , A = 0.75 إذا كانت W أوجد  (b  

ب إلى أقرب جزء من مئة).    S = 1000 W/ m  2 . (قرِّ

   IOó©àe äÓ«ãªJ: في هذه المسألة، سوف تستعمل الحاسبة 
البيانية ؛ لتحدد ما إذا كانت معادلة ما تمثِّل متطابقة مثلثية أم لا. هل 
تُمثّل المعادلة:  tan  2  θ -   sin  2  θ =   tan  2  θ   sin  2  θ متطابقة؟ 

É: أكمل الجدول الآتي. v«dhóL  (a  

θ 0° 30° 45° 60°

 tan  2  θ -  sin  2  θ

 tan  2  θ  sin  2  θ
  

É: استعمل الحاسبة البيانية لتمثل كلاًّ من طرفي المعادلة   v«fÉ«H  (b  
tan  2  θ -   sin  2  θ =  tan  2  θ  sin  2  θ كدالة ، بيانيًّا.

É: "إذا كان التمثيلان البيانيان لدالتين متطابقين ؛ فإن  v«∏«∏ëJ  (c  
 (b) المعادلة تمثِّل متطابقة". هل التمثيلان البيانيان في الفرع

متطابقان؟
É: استعمل الحاسبة البيانية لمعرفة ما إذا كانت المعادلة:   v«∏«∏ëJ  (d  

sec  2  x - 1 =  sin  2  x  sec  2  x تمثِّل متطابقة أم لا. (تأكد أنّ 
الحاسبة البيانية بنظام الدرجات)

ó«∏édG ≈∏Y èqdõàdG: يتزلّج شخص كتلته m في اتجاه أسفل هضبة    
ثلجية بزاوية قياسها θ درجة وبسرعة ثابتة. عند تطبيق قانون نيوتن في 

مثل هذه الحالة ينتج نظام المعادلات الآتي: 

θ

 g حيث ،   F  n  - mg cos θ = 0 , mg sin θ - µ k  F  n  = 0   
تسارع الجاذبية الأرضية، و  F  n  القوة العمودية المؤثّرة في المتزلج،  
.θ كدالة في µ k معامل الاحتكاك. استعمل هذا النظام لتكتب µ  k  و
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ط كلاًّ مما يأتي: بسّ

  
sec θ sin θ + cos  (  π _ 

2
   - θ) 
  __  

1 + sec θ
      

cos  (  π _ 
2
   - θ)  - 1

  __  
1 + sin (-θ)

    


CÉ£îdG ∞°ûàcG: تحاور سعيد وأحمد حول معادلة في الواجب    

ب 10 قيم للمتغير  المنزلي، فقال سعيد: إنها متطابقة، حيث جرَّ
، بينما قال أحمد: إنها ليست متطابقة،  وحققت جميعها المعادلة فعلاً

حيث استطاع إيجاد قيمة للمتغير لا تتحقق عندها المعادلة. أيهما 
ر إجابتك. كانت إجابته صحيحة؟ فسِّ

: sin x = cos x - 1 ليست  ا يبيّن أنّ : أوجد مثالاً مضادًّ xóëJ   
متطابقة.

ح كيف يمكن إعادة كتابة معادلة الاستضاءة الموجودة  ôjôÑJ: وضِّ   

.cos θ =    ER  2  _ 
I
في فقرة " لماذا؟" في بداية الدرس، على الصورة:  

ÖàcG: بيّن كيف تستعمل نظرية فيثا غورس لإثبات صحة    
.cos  2  θ +  sin  2  θ = 1  :المتطابقة

ÉgôH¿: برهن أنّ tan (-a) = -tan a تمثِّل متطابقة.   

áMƒàØe ádCÉ°ùe: اكتب عبارتين تكافئ كل منهما العبارة:   
tan θ sin θ

ôjôÑJ: بيِّن كيف يمكنك استعمال القسمة لإعادة كتابة المتطابقة     
sin  2  θ +   cos  2  θ = 1 على الصورة:

1 +  cot  2  θ =  csc  2  θ 

     sin  2  θ __  
 cos  2  θ +  sin  2  θ

ط كل من علاء وسامي المقدار    CÉ£îdG ∞°ûàcG: بسِّ   

ر إجابتك. كما يأتي. أيهما كانت إجابته صحيحة؟ برِّ

AÓY
   sin  2  θ _ 

 cos  2  θ +  sin  2  θ
   

=    sin  2  θ _ 
 cos  2  θ

   +    sin  2  θ _ 
 sin  2  θ

           

=  tan  2  θ + 1            
=  sec  2  θ            

»eÉ°S

   sin  2  θ _ 
 cos  2  θ +  sin  2  θ

   

 =    sin  2  θ _ 1             
=  sin  2  θ           



ب الناتج إلى  ا يأتي، اكتب قياس الزاوية بالراديان، وقرّ أوجد قيمة كلٍّ ممّ
(á≤HÉ°S IQÉ¡e) .أقرب جزء من مئة إذا لزم

 Cos  -1   (-   1 _ 
2
  )   

tan  ( Cos  -1    6 _ 
7
  )   

  sin  (Arctan     
√ � 3  

 _ 
3
  )   

cos  (Arcsin   3 _ 
5
  )   

تجعل الدالة:  أوجد قيمة K التي   

(1-3 ¢SQódG ) . x = 5 متصلة عند f (x) = { K +  x  2  , x < 5

3 x + 2 , x ≥ 5
 

 (2-2 ¢SQódG) .  2  x  =  32  x-2  :حل المعادلة   



  ؟
−−

 DF  فما طول ، cos D = 0.8  في الشكل أدناه، إذا كان   

4 DE

F

3.2  C  5  A  

10  D  4  B  

إذا كان sin x = m  وَ  x < 90° > °0 ، فما قيمة tan x؟    

  1 _ 
 m  2 

   A  

  m   
 
 √ ���  1- m  2    

 _ 
 1- m  2 

   B  

  1- m  2  _ m   C  

  m _ 
1- m  2 

   D  
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عند حل أسئلة الاختيار من متعدد في المتطابقات، لا بد من تحويل العبارة المعطاة حتى تطابق أحد البدائل.

 _ cos θ csc θ  ؟
tan θ

أي مما يأتي يكافئ العبارة     

 cot  2  θ  C  cot θ  A  

 csc  2  θ  D  csc θ  B  

QÉÑàN’G Iô≤a CGôbG

ن إما cot θ أو csc θ. لذا  المطلوب إيجاد عبارة مكافئة للعبارة الأصلية. لاحظ أن جميع البدائل المعطاة تتضمّ
.اعمل على أن تستبدل بالدوالِّ دوالَّ مثلثية أخر

QÉÑàN’G Iô≤a qπ oM

ل العبارة المعطاة حتى تطابق إحد البدائل. حوّ

=   
cos θ   1 _ 

sin θ
  
 _ 

  sin θ _ 
cos θ

  
    cos θ csc θ _ 

tan θ
  csc θ =   1 _ 

sin θ
   , tan θ =   sin θ _ 

cos θ
  

=   
  cos θ _ 
sin θ

  
 _ 

  sin θ _ 
cos θ

  
  Üô°VG

=   cos θ _ 
sin θ

   ·   cos θ _ 
sin θ

  §°ùÑdÉH ¬Hô°VGh ΩÉ≤ªdG Ö∏bG

= cot θ · cot θcot θ =   cos θ _ 
sin θ

  

=  cot  2  θÜô°VG

.C الجواب هو

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

أي مما يأتي يكافئ العبارة tan  2  θ ( cot  2  θ -  cos  2  θ )  ؟   (2  

 cos  2  θ  C   cot  2  θ  A  

 sin  2  θ  D   tan  2  θ  B  

 2 2 2


 äÉHÉLE’G øe ócCÉàdG

 ∂q∏M áë°U øe ≥≤ëàJ »c
 ¢V qƒYh .θ `d áª«b ôàNG

 ºK ,QÉàîªdG πjóÑdG »a É¡H
 ¢†jƒ©J óæY ∂àHÉLEÉH É¡fQÉb

.á«∏°UC’G IQÉÑ©dG »a θ áª«b
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ل كل طرف في المتطابقة بصورة منفصلة  á≤HÉ£àªdG »aôW πjƒëJ: في بعض الأحيان يكون من الأسهل أن تُحوّ
إلى صورة مشتركة. والاقتراحات الآتية ربما تكون مفيدة في إثبات صحة المتطابقات المثلثية:

.á«°SÉ°SC’G á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG øe IOÉaE’ÉH IQÉÑ©dG § u°ùH  •

.É¡°ùØf á«ã∏ãªdG IQÉÑ©dÉH ΩÉ≤ªdGh §°ùÑdG øe qkÓc Üô°VG hCG πq∏M  •

.´É£à°ùªdG Qób ±ôW πc § q°ùH ºK .§≤a ΩÉªàdG Ö«Lh , Ö«édG øe πc ád’óH ±ôW πc ÖàcG  •

 ¿C’ ;á≤HÉ£àe É¡fCG äÉÑKEG Ö∏£j »àdG ádOÉ©ªdG »aôW ≈∏Y (áª°ùb ,Üô°V ,ìôW ,™ªL) á«∏ªY …CG òØæJ ’  •
.ä’OÉ©ªdG ≈∏Y ≥Ñ£æJ Éªc äÉ≤HÉ£àªdG ≈∏Y ≥Ñ£æJ ’ IGhÉ°ùªdG ¢üFÉ°üN

cos θ cot θ = csc θ - sin θ أثبت صحة المتطابقة

ط الطرف الأيسر نبسِّ

cot θ =   cos θ _ 
sin θ

  cos θ cot θ = cos θ .   cos θ _ 
sin θ

  

Üô°VG =   co s  2  θ _ 
sin θ

  

ط الطرف الأيمن نبسِّ

csc θ =   1 _ 
sin θ

  csc θ - sin θ =   1 _ 
sin θ

   - sin θ

ìôWG =   1- sin  2  θ _ 
sin θ

  

si n  2  θ + co s   2  θ = 1 =   co s  2  θ _ 
sin θ

  

بما أن الطرفين يساويان المقدار نفسه، فالطرفان متساويان.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
.csc  2  θ -  cot  2  θ = cot θ tan θ   (3  

äÉ≤HÉ£àªdG áë°U äÉÑKE’ äÉMGôàbG

3É¡«aôW Óc πjƒëJ ∫ÓN øe äÉ≤HÉ£àªdG áë°U äÉÑKEG 
 ø«aô£dG §«°ùÑJ

 áë°U äÉÑKEG á«∏ªY ¬Ñ°ûJ
 ≥ q≤ëàdG ná«∏ªY ,á≤HÉ£àªdG
 Éæg øeh .ádOÉ©ªdG πM øe

 á«∏ªY ∫Éª©à°SG ∂æµªj
 óMCG §«°ùÑJ »a ≥ q≤ëàdG

 ∫ƒ°üë∏d Éª¡«∏c hCG ø«aô£dG
.É¡JGP IQÉÑ©dG ≈∏Y

(1 ∫Éãe) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية

cos2 θ + tan2 θ cos2 θ = 1   

cot θ (cot θ + tan θ) = csc2 θ   

1 + sec2 θ sin2 θ = sec2 θ   

sin θ sec θ cot θ = 1   

  1 - cos θ _ 
1 + cos θ

   = (csc θ - cot θ)2   

  1 - 2 cos2 θ _ 
sin θ cos θ

   = tan θ - cot θ   

  tan θ =   sec θ _ 
csc θ

  

cos θ = sin θ cot θ   

(sin θ - 1)(tan θ + sec θ) = -cos θ   

cos θ cos (-θ) - sin θ sin (-θ) = 1   

 _ tan2 θ + 1  ؟
tan2 θ

Oó©àe øe QÉ«àNG: أي عبارة مما يأتي تكافئ العبارة        

 (2 ∫Éãe) 

 cos  2  θ  C   sin  2  θ  A  

 csc  2  θ  D   tan  2  θ  B  



1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

9(

10(

11(
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(3 ∫Éãe) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية

sec θ - tan θ =   1 - sin θ _ 
cos θ

    

  1 + tan θ __ 
sin θ + cos θ

   = sec θ   

sec θ csc θ = tan θ + cot θ   

sin θ + cos θ =   2 sin2 θ - 1 __ 
sin θ - cos θ

    

(sin θ + cos θ)2 =   2 + sec θ csc θ  __ 
sec θ csc θ

    

  cos θ _ 
1 - sin θ

   =   1 + sin θ _ 
cos θ

    

csc θ - 1 =   cot2 θ _ 
csc θ + 1

    

csc2 θ - cot2 θ = sec2 θ - tan2 θ   

sin θ cos θ tan θ + cos2 θ = 1   

sec θ -cos θ = tan θ sin θ   

csc2 θ = cot2 θ + sin θ csc θ   

  sec θ - csc θ __ 
csc θ sec θ

   = sin θ - cos θ   

 بيّن الشكل المجاور إحد ÜÉ©dCG: يُ   
الألعاب. فعندما تدور الكرة حول العمود 
ة مقسومة  بسرعة زاوية ω (الإزاحة الزاويّ

ن مع  على الزمن المستغرق)، فإنها تكوّ
الحبل L الذي طرفاه p, s،والزاوية 

المحصورة شكلاً مخروطيًّا. إذا علمت 
أن العلاقة بين طول الحبل L والزاوية 

المحصورة بين الحبل والعمود θ تُعطى 
L ، حيث g تسارع  =   

g sec θ
 _ 

ω2   :بالصيغة

 L =   
g tan θ

 _ 
ω 2 sin θ

الجاذبية الأرضية ويساوي  m/s2 9.8، فهل الصيغة   

ا تُمثّل العلاقة بين L , θ ؟ وضح إجابتك. هي أيضً

ائين  ôL…: مضمار سباق نصف قطره m 16.7. إذا ركض أحد العدّ   

 ، 1 _ 
4
في هذا المضمار، وكان جيب زاوية ميله θ يساوي     

اء. فأوجد سرعة العدّ
، ثم استعمل صيغة زاوية الميل الواردة في  OÉ°TQEG: أوجد cos θ أولاً

فقرة " لماذا؟ " .

ط كلاًّ من العبارات الآتية، لتحصل على الناتج 1  أو  1-  : بسّ

 cot (-θ) tan(-θ )   

 sin θ csc (-θ )   

   sin  2  (-θ) +  cos  2  (-θ )   

sec (-θ ) cos (-θ )   

 sec  2  (-θ) -  tan  2  (-θ )   

cot (-θ ) cot  (  π _ 
2
   - θ)   

cos (-θ ) sec θ   

sin (-θ ) csc θ   

ط كلاًّ مما يأتي إلى قيمة عددية، أو إلى دالة مثلثية أساسية: بسّ

  
tan  (  π _ 

2
   - θ) csc θ

  __ 
 csc  2  θ

    

  1 + tan θ
 _ 

1 + cot θ
    

   sec  2  θ -  tan  2  θ  __  
 cos  2  x +  sin  2  x

    

tan θ cos θ   

cot θ tan θ   

sec θ sin  (  π _ 
2
   - θ)   

( sec  2  θ +  csc  2  θ) - ( tan  2  θ +  cot  2  θ)   

AÉjõ«a: عند إطلاق الألعاب النارية من سطح الأرض، فإن ارتفاع    
الألعاب y والإزاحة الأفقية x ترتبطان بالعلاقة: 

، حيث  v  0  هي السرعة الابتدائية  y =   
 -gx  2 
 _ 

2  v  0   2   cos  2  θ
   +   x sin θ _ 

cos θ
  

للمقذوفات، θ زاوية الإطلاق، g تسارع الجاذبية الأرضية . أعد كتابة 
.tan θ  هذه العلاقة بحيث لا تظهر فيها نسب مثلثية سو

y

x
θ

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(

O

L

P

θ

ω

S
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د من خلال مقاومة R ، فإن القدرة  äÉ«fhôàµdEG: عند مرور تيار متردّ   
 f حيث ، P =   I  0   2 R  sin  2  2π f t :من الثواني تُعطى بالصيغة t بعد P

التردد ،  I  0  أعلى قيمة للتيار.

.  cos  2  2π f t اكتب صيغة للقدرة بدلالة  (a  

.  csc  2  2π f t اكتب صيغة للقدرة بدلالة  (b  

   IOó©àe äÓ«ãªJ: في هذه المسألة ، ستكتشف طريقة حل 
. 1= 2 sin x معادلة مثل

É: أعد كتابة المعادلة السابقة  بحيث تكون sin x فقط في  vjôÑL  (a  
أحد الطرفين.

É: مستعملاً الحاسبة البيانية، مثِّل كلاًّ من طرفي المعادلة  v«fÉ«H  (b  
0 ≤x < 2 π بيانيًّا كدالة في المجال(a) التي أوجدتها في الفرع

وفي المستو الإحداثي نفسه. ثم حدد جميع نقاط التقاطع 
وأوجد قيم x بالراديان. بينهما،

طرفـي  مـن  كلاًّ  البيانيـة، مثِّـل  الحاسـبة  ``É: مسـتعملاً  v«fÉ«H  (c  
المعادلـة التـي أوجدتها فـي الفـرع (a) بيانيًّا، كدالة فـي المجال  
π < x < 2 π 2- وفـي المسـتو الإحداثـي نفسـه، ثـم حـدد 

جميع نقاط التقاطع بينهما ، وأوجد قيم x بالراديان.

ن الصيغة العامة لحلول المعادلة. وضح إجابتك. É: خمِّ v«¶Ød  (d  


د المعادلة المختلفة عن المعادلات  àîªdG ∞°ûàcG∏∞: حدّ   

الثلاث الأخر. وضح إجابتك.

 sin  2  θ +  cos  2  θ = 11 +  cot  2  θ =  csc  2  θ

 sin  2  θ -  cos  2  θ = 2  sin  2  θ tan  2  θ + 1 =  sec  2  θ 

ôjôÑJ: بيّن لماذا تُعدّ sin  2  θ +  cos  2  θ = 1  متطابقة، ولكن    

sin θ ليست متطابقة. =   √ ���� 1 - cos θ  

: يجد زميلك صعوبة في برهنة متطابقة مثلثية تتضمن  k’GDƒ°S ÖàcG   
قو دوال مثلثية. اكتب سؤالاً قد يساعده في ذلك.

ا لماذا يُفضل إعادة كتابة المتطابقات المثلثية  ôjôÑJ: اكتب موضحً   
بدلالة الجيب (sin θ) وجيب التمام (cos θ) في معظم الأحيان.

: إذا علمت أن α, β زاويتان متتامتان، فبرهن أن: xóëJ   
. cos  2  α +  cos  2  β = 1

ôjôÑJ: برهن صحة متطابقتي فيثاغورس الثانية والثالثة.   


( 3 -1 ¢SQódG) :أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي

0° < θ < 90° ، cos θ =   2 _ 
3
sin θ ، إذا كان      

  270° < θ < 360° ، sec θ =   5 _ 
3
cos θ ، إذا كان      

ájQÉª©e á°Sóæg: يمثِّل الشكل أدناه سقف منزل مغطى بالقرميد.    

 ( á≤HÉ°S IQÉ¡e) .θ أوجد

9 ft
18 ft18 ft

θθ

( 3 -1 ¢SQódG) .ط العبارتين الآتيتين بسّ

   si n  4  θ - co s  4  θ  __  
si n  2  θ - co s  2  θ

    sin θ cos θ (1 + co t  2  θ)   



، cos θ أي مما يأتي لا يكافئ :Oó©àe øe QÉ«àNG   
 _ θ <   π > 0 ؟ 

2
حيث   

cot θ sin θ  C    cos θ __ 
cos 2θ+sin2θ

   A  

tan θ csc θ  D    1-sin2 θ _ 
cosθ

   B  

Iô«°üb áHÉLEG hP ∫GDƒ°S: أثبت أن المعادلة التالية تمثِّل متطابقة:   
si n  3  θ cos θ + co s  3  θ sin θ = sin θ cos θ

42(
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بإمكانك استعمال متطابقات مجموع زاويتين والفرق بينهما؛ لحلّ مسائل وتطبيقات من واقع الحياة.

وتُعطى شدة هذا التيار c بالأمبير بعد t ثانية  يمر تيار كهربائي متردد في إحد الدوائر الكهربائية، :AÉHô¡c
بالصيغة c = 3 sin 165t ، حيث قياس الزاوية بالدرجات.

أعد كتابة الصيغة، باستعمال مجموع زاويتين من الزاويا الخاصة.  (a  
3 sin 165°tc = á«∏°UC’G á¨«°üdG

3 sin (120°t + 45°t)=120°t + 45°t = 165°t

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين ؛ لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة.  (b  

3 sin (120°t + 45°t)c =a ´ôØdG Ö°ùëH ádOÉ©ªdG

3 sin (120° + 45°)=t = 1

3[sin 120° cos 45° + cos 120° sin 45°]=´ƒªéªdG á≤HÉ£àe

3  
 
      (    

√ � 3  
 _ 

2
  )  (    

√ � 2  
 _ 

2
  )  +  (-  1 _ 

2
  )  (    

√ � 2  
 _ 

2
  )   

 
 �    = (θ = 60°) á«©LôªdG ájhGõdG kÓª©à°ùe ¢VuƒY

3 (    
√ � 6  

 _ 
4
   -     

√ � 2  
 _ 

4
  ) =Üô°VG

  3  √ � 6   - 3  √ � 2  
 _ 

4
  =§ u°ùH

� √  3   أمبير. 3 -   6  √ � 2  
 _ 

4
إذن شدة التيار بعد ثانية واحدة يساوي     

:∂ª¡a øe ≥≤ëJ

إذا كانت شدة التيار c تُعطى بالصيغة c =2 sin 285°t ، فأجب عما يأتي:

أعد كتابة الصيغة، باستعمال الفرق بين زاويتين.   ( 2A

استعمل المتطابقة المثلثية للفرق بين زاويتين ؛ لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة.   ( 2B

ا في إثبات  á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG áë°U äÉÑKEG: تستعمل المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما أيضً
صحة المتطابقات.

أثبت صحة كلٍّ من المتطابقتين الآتيتين:
cos (90° - θ) = sin θ  (a  

cos (90° - θ)ô°ùjC’G ±ô£dG

cos 90° cos θ + sin 90° sin θ=¥ôØdG á≤HÉ£àe

0 · cos θ + 1 · sin θ=¢VuƒY

sin θ  �=§ u°ùH

=الطرف الأيمن

22¥ôØdGh ´ƒªéªdG äÉ≤HÉ£àe ∫Éª©à°SG

 ôà«eC’G QÉ«àdG Ió°T ¢SÉ«b RÉ¡L ≈ª°ùj
 áÑcôe áª∏c ôà«eC’Gh ,(Ammeter)

 ,QÉ«àdG Ió°T ¢SÉ«b IóMh »gh ô«ÑeCG øe
.¢SÉ«≤ªdG ƒgh ôà«eh

3á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG áë°U äÉÑKEG
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sin  (θ +   π _ 
2
  )  = cos θ  (b  

sin  (θ +   π _ 
2
  ) ô°ùjC’G ±ô£dG

sin θ cos   π _ 
2
   + cos θ sin   π _ 

2
  =´ƒªéªdG á≤HÉ£àe

sin θ · 0 + cos θ · 1=¢VuƒY

cos θ  �=§ u°ùH

=الطرف الأيمن

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
tan  (  π _ 

4
   + θ)  =   1 + tan θ _ 

1 - tan θ
   (3B  sin (90° - θ) = cos θ  (3A 

(1 ∫Éãe) :دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي

cos 105°   cos 165°   

cos   π _ 
12

    cos 75°   

sin (-210°)   sin 135°   

tan 195°   cos 135°   

AÉHô¡c: يمر تيار كهربائي متردّد في دائرة كهربائية، وتعطى شدة هذا    

(2 ∫Éãe) . c = 2sin(120° t) ثانية بالصيغة t بالأمبير بعد c التيار

أعد كتابة الصيغة، باستعمال مجموع زاويتين.  (a  

استعمل المتطابقة المثلثية لمجموع زاويتين من الزاويا الخاصة؛   (b  
لإيجاد القيمة الدقيقة لشدة التيار بعد ثانية واحدة.

 (3 ∫Éãe) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية

sin (90° + θ) = cos θ   

cos  (  3π _ 
2
   - θ)  = -sin θ   

tan  (θ +   π _ 
2
  )  = -cot θ   

 sin (θ + π) = -sin θ   

cos  (  π _ 
2
   + θ)  = -sin θ   

tan (θ + 45°) =   1 + tan θ
 _ 

1 - tan θ
    

äÉ«fhôàµdEG: ارجع إلى فقرة"لماذا؟"؛ في بداية الدرس. عندما    
تتلاقى موجتان وتنتج موجة سعتها أكبر من سعة كل من الموجتين 

ا. امً ، وبعكس ذلك يكون هدَّ يكون التداخل بناءً

y

O x



  

y

O x

 

  

إذا علمت أن كلاًّ من الدالتين:   
.   y  1  = 10 sin (2t + 210°),  y  2  = 10 sin (2t + 30°)

ر معناه بالنسبة للموجتين. تمثل موجة، فأوجد مجموع الدالتين، وفسِّ

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

sec 1275°   tan 165°   

tan   23π _ 
12

    sin 735°   

cot   113π _ 
12

    csc   5π _ 
12

    

على الصورة     sin A + tan θ cos A
  __  

cos A - tan θ sin A
بيِّن أنه يمكن كتابة المقدار       

tan ( A + θ) ، حيث A, θ زاويتان حادتان .



2( 1(

4( 3(

6( 5(

8( 7(

9(

10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

18( 17(

20( 19(

22( 21(

23(
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   IOó©àe äÓ«ãªJ: في هذه المسألة، سوف تثبت عدم صحة 
. sin (A + B) = sin A + sin B :الفرضية

É: أكمل الجدول. v«dhóL  (a  

A B sin A sin B sin ( A + B) sin A + sin B

30° 90°

45° 60°

90° 30°

  

ا، واستعمل الحاسبة  É: افترض أن B أقل من A بـ °15 دائمً v«fÉ«H  (b  
 ، y = sin (x + x - 15°) :البيانية لتمثل كلاًّ من

y = sin x + sin (x - 15°) على الشاشة نفسها .

 sin (A + B) = sin A + sin B د ما إذا كانت É: حدّ v«∏«∏ëJ  (c  
ر إجابتك. متطابقة أم لا. فسِّ

أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

sin (A + B) =   tan A + tan B  __ 
sec A sec B

    

cos (A + B) =   1 - tan A tan B  __ 
sec A sec B

    

sec (A - B) =   sec A sec B __  
1 + tan A tan B

    

 sin (A + B) sin (A - B) = sin2 A - sin2 B   


ط العبارة الآتية، دون إيجاد مفكوك المجموع أو الفرق. ôjôÑJ: بسّ   

sin  (  π _ 
3
   - θ)  cos  (  π _ 

3
   + θ)  - cos  (  π _ 

3
   - θ)  sin  (  π _ 

3
   + θ)   

. cot A , cot B بدلالة cot (A + B) اشتق المتطابقة : xóëJ   

بيّن الزاويتين A , B في الوضع القياسي  ÉgôH¿: الشكل أدناه، يُ   
في دائرة الوحدة. استعمل قانون المسافة ؛ لإيجاد قيمة d ، حيث 

(x1 , y1) = (cos B , sin B ) , (x2 , y2) = (cos A , sin A)

x

y

A - B (cos B, sin B)
A

B

d
(cos A, sin A)

1

1

-1

-1 O

ÖàcG: استعمل المعلومات المعطاة في فقرة " لماذا؟" في بداية    
الدرس وفي السؤال 16؛ لتشرح كيف تُستعمل المتطابقات المثلثية 

لمجموع زاويتين والفرق بينهما؛ لوصف التداخل في الأمواج 
ا الفرق بين التداخل البنّاء ،  اللاسلكية في شبكة الإنترنت. موضحًّ

ام. والتداخل الهدّ

áMƒàØe ádCÉ°ùe: في النظرية الآتية: إذا كانت A, B, C زوايا في    
 tan A + tan B + tan C = tan A tan B tan C مثلث، فإن
ا لكلٍّ من A, B, C . وتحقق من صحة المساواة لكل القيم  اختر قيمً

التي تختارها.

( 3-1 ¢SQódG) :ط كلاًّ من العبارتين الآتيتين بسّ

sin θ csc θ - cos2 θ   

cos2 θ sec θ csc θ   

( 3-1 ¢SQódG) :أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي

 0˚<θ<90˚ ، tan θ =   1 _ 
2
sec θ ، إذا كان      

 180˚<θ<270˚ ، sin θ = -   2 _ 
3
cos θ ، إذا كان      

 90˚<θ<180˚ ، cot θ = -   7 _ 
12

csc θ ، إذا كان      

 270˚<θ<360˚ ، cos θ =   3 _ 
4
sin θ ، إذا كان      

 0<θ<  π _ 
2
   ، 8 cos θ - 5 = 0 إذا كان ، tan θ   

( 3 -2 ¢SQódG) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقتين الآتيتين

  sin θ _ 
tan θ

   +   cos θ _ 
cot θ

   = cos θ + sin θ   

sec θ (sec θ - cos θ) = tan2 θ   

 


 
ما القيمة الدقيقة للعبارة:

sin (60° + θ) cos θ - cos (60° + θ) sin θ ؟

  2 _ 
   

 √ � 3  
   C    1 _ 2   A  

   
 √ � 3   D      

 
 √ � 3  
 _ 

2
   B  

 ، cos θ + 0.3 = 0 إذا كان :Iô«°üb áHÉLEG hP ∫GDƒ°S   

 . cot θ ِفأوجد القيمة الدقيقة لـ ، π< θ <   3π _ 
2
حيث   

24(

25(

26(

27(

28(

29(

30(

31(

32(

33(



34(

35(

36(

37(

38(

39(

40(

41(

42(

43(

44(
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(3 -1 ¢SQódG) :ط كل عبارة مما يأتي بسّ

 cot θ sec θ   

   1 - cos2 θ
 _ 

sin2 θ
    

   1 _ 
cos θ

   -   sin2 θ _ 
cos θ

    

 cos  (  π _ 
2
   - θ)  csc θ   

(3 -1 ¢SQódG) :أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي

0° < θ < 90° ، cos θ =   3 _ 
5
sin θ ، إذا كان      

270° < θ < 360° ، cot θ =-   1 _ 
2
csc θ ، إذا كان      

0° < θ < 90° ، sec θ =   4 _ 
3
tan θ ، إذا كان      

Oó©àe øe QÉ«àNG: أي مما يأتي يكافئ العبارة:    
(3-1 ¢SQódG) ؟   cos θ _ 

1 - sin2 θ
  

tan θ  C  cos θ  A  

sec θ  D  csc θ  B  

ارة في مدينة  ÜÉ©dCG áæjóe: ركب سلمان لعبة الأحصنة الدوّ   
الألعاب. إذا كان طول قطر دائرة هذه اللعبة m 16، وظل زاوية ميل 
tan θ ، حيث R نصف قطر المسار  =    v  2  _ 

gR
سلمان تُعطى بالعلاقة    

الدائري، v السرعة بالمتر لكل ثانية، g تسارع الجاذبية الأرضية 
(3-2 ¢SQódG)  . 9.8 m/ s  2   ويساوي

 _ 1   ، فأوجد زاوية ميله.
5
إذا كان جيب زاوية ميل سلمان يساوي      (a  

أوجد سرعة دوران اللعبة؟  (b  

(3-2 ¢SQódG) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية

cot2 θ + 1  =   cot θ _ 
cos θ · sin θ

    

  cos θ csc θ _ 
cot θ

   = 1   

  sin θ tan θ _ 
1 - cos θ

   = (1 + cos θ ) sec θ   

tan θ (1 - sin θ )  =   cos θ sin θ _ 
1 + sin θ

    

ا لطول قطرها.  Üƒ°SÉM: تُصنَّف شاشات الحاسوب عادة وفقً   
(3-1 ¢SQódG) :استعمل الشكل أدناه للإجابة عما يأتي

. h أوجد قيمة  (a  

cot θ =   cos θ _ 
sin θ

b)  بيّن أن     

15 in

θ12 in

h

 (3-2 ¢SQódG) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية

  sin θ · sec θ _ 
sec θ - 1

   = (sec θ + 1) cot θ   

sin2 θ · tan2 θ = tan2 θ - sin2 θ   

cot θ (1 - cos θ )  =   cos θ · sin θ _ 
1 + cos θ

    

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي:   
(3-3 ¢SQódG)

cos 105°   

sin (-135°)   

tan 15°   

cot 75°   

 (3-3 ¢SQódG) ؟cos   5π _ 
12

Oó©àe øe QÉ«àNG: ما قيمة      

  
  √ � 6   -   √ � 2  

 _ 4   C    √ � 2   A  

  
  √ � 6   +   √ � 2  

 _ 4   D    
  √ � 6   +   √ � 2  

 _ 2   B  

(3-2 ¢SQódG) :أثبت صحة المتطابقة الآتية   

cos 30° cos θ + sin 30° sin θ = sin 60° cos θ + cos 60° sin θ   

π°üØdG ∞°üàæe QÉÑàNG
3-3 ≈dEG 3-1 øe ¢ShQódG

1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

9(

10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

20(

21(

22(

23(
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: sin θ =   2 _ 
3
   ; 0° < θ < 90°  ا بأن أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي علمً

cos 2θ  (a  

بما أن قيمة كل من cos θ , sin θ معلومة من المثال 1، فإننا نستطيع أن نستعمل متطابقات جيب تمام ضعف    
. cos2θ = 1 - 2  sin  2  θ  الزاوية. وسوف نستعمل المتطابقة

= 1 - 2  sin  2  θcos 2θájhGõdG ∞©°V á≤HÉ£àe

= 1 - 2   (  2 _ 
3
  )   

2
  =   1 _ 

9
  sin θ =   2 _ 

3
  

tan 2θ  (b  

. tan 2θ  ؛ كي تستعمل متطابقة tan θ أوجد  :1 Iƒ£îdG

=   sin θ _ 
cos θ

  tan θπ¶dG ádGO ∞jô©J

=   
  2 _ 
3
  
 _ 

    
√ � 5  

 _ 
3
  
  sin θ =   2 _ 

3
   , cos θ =     

√ � 5  
 _ 

3
  

=   2 _ 
  √ � 5  

   =   2  √ � 5  
 _ 

5
  ΩÉ≤ªdG ¥É£fEGh áª°ù≤dÉH

. tan 2θ أوجد  :2 Iƒ£îdG

=   2 tan θ _ 
1 -  tan  2  θ

  tan 2θájhGõdG ∞©°V á≤HÉ£àe

=   
2  (  2  √ � 5  

 _ 
5
  ) 
 _ 

1 -   (  2  √ � 5  
 _ 

5
  )   

2
 

  tan θ =   2  √ � 5  
 _ 

5
  

=   
2 (  2  √ � 5  

 _ 
5
  ) 
 _ 

  25 _ 
25

   -   20 _ 
25

  
  ΩÉ≤ªdG ™uHQ

=   
  4  √ � 5  

 _ 
5
  
 _ 

  1 _ 
5
  
  § u°ùH

=   4  √ � 5  
 _ 

5
   ·   5 _ 

1
   = 4  √ � 5    a _ 

b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
: cos θ = -   1 _ 

3
   ; 90° < θ < 180°  ا بأن أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي علمً

      tan 2θ  (2B  cos 2θ  (2A 

ájhGõdG ∞°üæd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG: من المفيد في بعض الأحيان، أن يكون لديك متطابقة ؛ لإيجاد قيمة دالة 
مثلثية لنصف الزاوية.

:É¡©«ªL θ º«≤d áë«ë°U á«JB’G äÉ≤HÉ£àªdG

sin   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

2
      cos   θ _ 

2
   = ±   √ ����   1 + cos θ

 _ 
2
      tan   θ _ 

2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

1 + cos θ
     , cos θ ≠ -1

31 ∫GDƒ°ùdG »a ≠«°üdG √òg øgôÑà°S

2ájhGõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

ájhGõdG ∞°üæd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG


 ≠«°üdG ¥É≤à°TG

 á≤HÉ£àªdG ∫Éª©à°SG øµªj
 cos2θ = 1 - 2  sin  2  θ

 ájhGõdG ∞°üf Ö«L OÉéjEG »a
 øµªj Éªc , sin   θ _ 

2
    hCG θ

á≤HÉ£àªdG ∫Éª©à°SG
 cos2θ = 2  cos  2  θ -1

 ∞°üf ΩÉªJ Ö«L OÉéjEG »a
. cos   θ _ 

2
   hCG θ ájhGõdG
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 _ θ ، sin θ = -   4 تقع في الربع الثالث.
5
ا بأن     _ cos   θ ، علمً

2
أوجد القيمة الدقيقة لِـ     (a  

= 1 -  sin  2  θ cos  2  θ¢SQƒZÉã«a á≤HÉ£àe πª©à°SG

= 1 -   (-   4 _ 
5
  )   

2
  cos  2  θsin θ = -   4 _ 

5
  

= 1 -   16 _ 
25

   cos  2  θ   (-  4 _ 
5
  )   

2
  =   16 _ 

25
  

=   9 _ 
25

   cos  2  θìôWG

= ±  3 _ 
5
  cos θø«aô£dG Óµd »©«HôàdG QòédG ò oN

. cos θ = -   3 _ 
5
بما أن θ تقع في الربع الثالث ، فإن      

= ±  √ ����   1 + cos θ
 _ 

2
    cos   θ _ 

2
  ájhGõdG ∞°üf á≤HÉ£àe

= ±  √ ���
   

1 -   3 _ 
5
  
 _ 

2
    cos θ = -   3 _ 

5
  

= ±  √ �   1 _ 
5
    § u°ùH

= ±  1 _ 
  √ � 5  

   ·     
√ � 5  

 _ 
  √ � 5  

   = ±    
√ � 5  

 _ 
5
  ΩÉ≤ªdG ¥É£fEÉH

.cos   θ _ 
2
   = -     

√ � 5  
 _ 

5
 _ θ  تقع بين °90 وَ °135 . إذن،    

2
بما أن θ تقع بين °180 وَ °270 ، فإن        

. cos 67.5° دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لِـ  (b  

= cos   135° _ 
2
  cos 67.5°67.5° =   135° _ 

2
  

=   √ �����   1 + cos 135° __ 
2
    áÑLƒe áª«≤dÉa , ∫hC’G ™HôdG »a  67.5°, cos   θ _ 

2
   = ±   √ ����

   1 + cos θ
 _ 

2
    

=  
√

 
���

   
1 -     

√ � 2  
 _ 

2
  
 _ 

2
    cos 135 = -     

 
 √ � 2  
 _ 

2
  

=   √ ����

   
  2 _ 
2
   -     

√ � 2  
 _ 

2
  
 _ 

2
    1 =   2 _ 

2
  

=   √ ���

   
  2 -   √ � 2  

 _ 
2
  
 _ 

2
    ìôWG

=   √ ����
   2 -   √ � 2  

 _ 
2
   ·   1 _ 

2
      a _ 

b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

=   √ ���
   2 -   √ � 2  
 _ 

4
    Üô°VG

=   
  √ ��� 2 -   √ � 2    

 _ 
  √ � 4  

    √ �   a _ 
b
     =     

√ � a  
 _ 

  √ � b  
  

=   
  √ ��� 2 -   √ � 2    

 _ 
2
  § u°ùH

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

 _ θ ، sin θ =   2 تقع في الربع الثاني.
3
ا بأن     _ sin   θ ، علمً

2
 ـ    أوجد القيمة الدقيقة لِ  (3  

3ájhGõdG ∞°üæd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG 
 IQÉ°TE’G QÉ«àNG

 »g ,πëdG »a Iƒ£N ∫hCG
 ¬«a ™≤j …òdG ™HôdG ójóëJ

 .   θ _ 
2
     ájhGõ∏d AÉ¡àf’G ™∏°V

 OóëJ ¿CG ™«£à°ùJ ÉgóæYh
.IQÉ°TE’G
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. H _ 
D

ô«aGƒf: ارجع إلى المعلومات الموجودة في فقرة " لماذا؟ " بداية الدرس. وأوجد     

=   
   v  2  _ 
2 g

    sin  2  θ
 _ 

   v  2  _ g   sin 2θ
    H _ 

D
  á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

=   
   v   2   sin  2  θ _ 

2 g
  
 _ 

   v  2  sin 2θ _ 
g
  

  ΩÉ≤ªdGh §°ùÑdG øe qkÓc § u°ùH

=    v   2   sin  2  θ _ 
2 g

   ·   
g
 _ 

 v  2  sin 2θ
    a _ 

b
   ÷   c _ 

d
   =   a _ 

b
   ·   d _ 

c
  

=    sin  2  θ _ 
2 sin 2θ

  § u°ùH

=    sin  2  θ _ 
4 sin θ cos θ

  sin 2θ = 2 sin θ cos θ

=   1 _ 
4
   ·   sin θ _ 

cos θ
  § u°ùH

=   1 _ 
4
   tan θ  sin θ _ 

cos θ
   = tan θ

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
يعطى تسارع الجاذبية الأرضية عند مستو سطح البحر (بالسنتمتر لكل ثانية تربيع) تقريبًا بالصيغة:

g = 978 + 5.17  sin  2 L - 0.014 sin L cos L ، حيث L تمثل زاوية دائرة العرض

ط هذه العلاقة مستعملاً المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. بسِّ  (4A 

.L = 45° عندما g 4، واحسب قيمةA استعمل الصيغة المبسطة التي أوجدتها في الفرع  (4B 

تذكر أنك تستطيع استعمال المتطابقات المثلثية لمجموع زاويتين والفرق بينهما في إثبات صحة المتطابقات. كما 
ا. يمكنك استعمال المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية ونصفها في إثبات صحة المتطابقات أيضً

.   cos 2θ _ 
1 + sin 2θ

   =   cot θ - 1 _ 
cot θ + 1

أثبت صحة المتطابقة     

  cot θ - 1 _ 
cot θ + 1

  øªjC’G ±ô£dG

=   
  cos θ _ 
sin θ

   - 1
 _ 

  cos θ _ 
sin θ

   + 1
  cot θ =   cos θ _ 

sin θ
  

=   cos θ - sin θ __ 
cos θ + sin θ

  sin θ »a ΩÉ≤ªdGh §°ùÑdG øe qkÓc Üô°VG

=   cos θ - sin θ __ 
cos θ + sin θ

   ·   cos θ + sin θ
 __ 

cos θ + sin θ
      cos θ + sin θ

 __  
cos θ + sin θ

   = 1 »a Üô°VG

=     cos  2  θ -  sin  2  θ  ___   
 cos  2  θ + 2 cos θ sin θ +  sin  2  θ

  Üô°VG

=    cos  2  θ -  sin  2  θ  __  
1 + 2 cos θ sin θ

  cos2 θ + sin2 θ = 1

=   cos 2θ _ 
1 + sin 2θ

     �

الطرف الأيسر =

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
.4  cos  2  x -  sin  2  2 x = 4  cos  4  x  (5  

44ájhGõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG ∫Éª©à°SÉH §«°ùÑàdG

 ºdÉ©e óMCG »g ó¡a ∂∏ªdG IQƒaÉf
 âª«bCG ó≤a ,IóL áæjóe »a ∫ÉªédG

 ï°†Jh , ÅWÉ°ûdG áHGôb IôjõL ≈∏Y
. 312m ´ÉØJQG ≈dEG É v«°SCGQ AÉªdG

5äÉ≤HÉ£àªdG áë°U äÉÑKEG

cos2 θ - sin2 θ = cos 2θ, 2 cos θ sin θ = sin 2θ
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دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ من
(1-3 á∏ãeC’G) :إذا كان ، sin 2θ , cos 2θ , sin   θ _ 

2
    , cos   θ _ 

2
   

sin θ    =   1 _ 
4
    ; 0° < θ < 90°   

sin θ  =   4 _ 
5
    ; 90° < θ < 180°   

cos θ  =   3 _ 
5
    ; 270° < θ < 360°   

tan θ  = -   8 _ 
15

    ; 90° < θ < 180°   

sin θ =   2 _ 
3
    ; 90° < θ < 180°   

sin θ = -   15 _ 
17

    ; π < θ <   3π _ 
2
    

tan θ = -2 ;   π _ 
2
   < θ < π   

أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

sin   π _ 
8
    

 cos 15°   

 sin 75°   

     tan 165°   

  
 
  tan   5π _ 

12
    

Ωób Iôc: ركل لاعب كرة قدم    
كرة بزاوية قياسها °37 مع سطح 
الأرض، وبسرعة ابتدائية متجهة 

مقدارها ft/s 52. إذا كانت 
المسافة الأفقية d التي تقطعها 

. حيث g تسارع  d =   2 v  2  sin θ cos θ  __ 
g
الكرة تُعطى بالصيغة    

وَ v تُمثّل السرعة الابتدائية  ، 32  ft/s  2  الجاذبية الأرضية ويساوي
(4 ∫Éãe) . المتجهة

ط الصيغة مستعملاً المتطابقات المثلثية لضعف الزاوية. بسّ  (a  

b)  ما المسافة الأفقية d التي تقطعها الكرة باستعمال الصيغة   

طة؟ المبسّ

(5 ∫Éãe) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية

tan θ =   1 - cos 2θ _ 
sin 2θ

    

tan   θ _ 
2
   =   sin θ _ 

1 + cos θ
    

 tan 2θ =   2 __ 
cot θ - tan θ

    

sin   θ _ 
2
   cos   θ _ 

2
     =   sin θ _ 

2
    

له الأمواج  ñÉe OóY: ترتبط زاوية رأس المخروط الذي تشكِّ   

 M الصوتية الناتجة عن اختراق الطائرة لحاجز الصوت بعدد ماخ
. sin   θ _ 

2
   =   1 _ 

M
(نسبة إلى عالم الفيزياء النمساوي ماخ) وفق العلاقة   

θ

عبِّر عن قيمة العدد M بدلالة دالة جيب التمام.  (a  

 a فاستعمل العبارة التي أوجدتها في ، cos θ =   17 _ 
18

إذا كان     (b  
لحساب قيمة عدد ماخ. 

äÉ«fhôàµdEG: يمر تيار متردد في دائرة كهربائية. إذا كانت شدة التيار    
 P فإن القدرة ،  I  0  sin tθ ثانية هي t بالأمبير عند الزمن I الكهربائي

المرتبطة بالمقاومة R تُعطى بالصيغة: P =   I  0   2  R  sin  2  tθ . عبّر عن 
  . cos 2tθ القدرة بدلالة

Ωób Iôc: ركل حسن كرة قدم عدة مرات بسرعة متجهة ابتدائية    
مقدارها ft/s 95 . برهن أن المسافة الأفقية التي قطعتها الكرة 
 . θ = 45° + A , θ = 45° - A متساوية لكل من الزاويتين

استعمل الصيغة المعطاة في التمرين 13 .

أوجد القيم الدقيقة لكلٍّ من  sin 2θ , cos 2θ , tan 2θ ، إذا كان:

cos θ =   4 _ 
5
   ; 0° < θ < 90°   

 sin θ =   1 _ 
3
   ; 0 < θ <   π _ 

2
    

tan θ = -3 ; 90° < θ < 180°   

 sec θ = -   4 _ 
3
    ; 90° < θ < 180°   

cot θ =   3 _ 
2
   ; 180° < θ < 270°   

   IOó©àe äÓ«ãªJ: ستستكشف في هذه المسألة كيفية إيجاد 
ا على التمثيل البياني للدوال المثلثية. متطابقة مثلثية اعتمادً

É: استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة v«fÉ«H  (a  
 _ f (θ) = 4 (sin θ cos   π   بيانيًّا في الفترة 

4
   - cos θ sin   π _ 

4
  )

. -2π ≤ θ ≤ 2π

É: اعتمد على التمثيل البياني في (a) لتخمين دالة بدلالة  v«∏«∏ëJ  (b  
ا. الجيب تطابق f(θ) . ثم أثبت صحتها جبريًّ

É: استعمل الحاسبة البيانية لتمثيل الدالة  v«fÉ«H  (c  

 _ g(θ) = co s  2  (θ -   π  بيانيًّا في الفترة 
3
  ) - si n  2 (θ -   π _ 

3
  )

. -2π ≤ θ ≤ 2π

É: اعتمد على التمثيل البياني في (c) لتخمين دالة بدلالة  v«∏«∏ëJ  (d  
ا. جيب التمام تطابق g(θ) . ثم أثبت صحتها جبريًّ
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CÉ£îdG ∞°ûàcG: يحاول سعيد وسلمان حساب القيمة الدقيقة لِـ :    

ر إجابتك. sin 15° . هل إجابة أيٌّ منهما صحيحة ؟ برِّ

ó«©°S
sin (A – B) = sin A cos B – cos A sin B

sin (45 – 30) = sin 45 cos 30 – cos 45 sin 30

 =     √ � 2   _ 2   ·     √ � 3   _ 2   –     √ � 2   _ 2   ·   1 _ 2  

 =     √ � 4   _ 4  

¿Éª∏°S

sin   A _ 2   =   √ ����
   1 – cos A _ 2    

sin   30 _ 2   =   √ ��
   

1 –   1 _ 2  
 _ 2    

 = 0.5

: استعمل دائرة الوحدة أدناه، والشكل المرسوم داخلها.  xóëJ   
لتبرهن أن:

.  tan   1 _ 
2
   θ =   sin θ _ 

1 + cos θ
    

θ

D

P

B

A

O

ÖàcG: اكتب فقرة مختصرة تبين الشروط اللازم توافرها؛ كي    
. cos 2θ تستعمل كلاًّ من المتطابقات الثلاث لـ

 ، sin 2θ لاشتقاق صيغة لِـ sin (A + B) استعمل الصيغة :¿ÉgôH   
.  cos 2θ لاشتقاق صيغة لـ cos (A + B) واستعمل الصيغة

ôjôÑJ: اشتقّ المتطابقات المثلثية لنصف الزاوية من المتطابقات    
المثلثية لضعف الزاوية.

áMƒàØe ádCÉ°ùe: ضرب لاعب جولف كرة عدة مرات بسرعة    
ابتدائية مقدارها ft/s 115، ولنفترض أن المسافة d التي قطعتها 

ر لماذا  d . فسِّ  =   2 v   2  sin θ cos θ  __ 
g
الكرة في كل مرة تُعطى بالصيغة   

( g = 32  ft/s   2  ) . θ = 45° تكون المسافة العظمى عندما



( 3 -2 ¢SQódG) :أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية

cot θ + sec θ =    cos  2  θ + sin θ
 __ 

sin θ cos θ
    

 sin  2  θ +  tan  2  θ = (1 -  cos  2  θ ) +    sec  2  θ _ 
 csc  2  θ

    

 (sin θ - cos θ)  2  = 1 - 2 sin θ cos θ   

 ( 3 -3 ¢SQódG) :ا يأتي أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ ممّ

sin 135°   

cos 105°   

sin 285°   

 cos 210°   

 sin (-240°)   

cos (-120°)   

.cos 78° cos 18° + sin 78° sin 18°   



. cos θ =     
 
 √ � 3  
 _ 

2
   ; 0 < θ < 90°إذا كان tan   θ _ 

2
أوجد القيمة الدقيقة لِـ       

  
   

 √ � 3  
 _ 3   C    

 
 √ ���� 7 - 4   

 √ � 3     A  

   
 √ � 3   D     

 √ � 3   - 2  B  

معادلة الدالة الممثَّلة بيانيًّا في الشكل أدناه هي :   

O-π π

y

θ

-1

1

  

y = 3 cos   1 _ 
2
   θ  C  y = 3 cos 2θ  A  

y =   1 _ 
3
   cos   1 _ 

2
   θ  D  y =   1 _ 

3
   cos 2θ  B  
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:≥≤ëàdG = 02 sin2 θ - 3 sin θ - 2= 02 sin2 θ - 3 sin θ - 2

� 02  sin  2   (  7π _ 
6
  )  - 3 sin  (  7π _ 

6
  )  - 2� 02  sin  2   (  11π _ 

6
   )  - 3 sin  (  11π _ 

6
  )  - 2

� 02  (  1 _ 
4
  )  - 3  (-   1 _ 

2
  )  - 2� 02  (  1 _ 

4
  )  - 3  (-   1 _ 

2
  )  - 2

� 0   1 _ 
2
   +   3 _ 

2
   - 2� 0  1 _ 

2
   +   3 _ 

2
   - 2

= 0 �0= 0 �0

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

. 0 ≤ x ≤ 2π إذا كانت ،cos x sin x = 3 cos x ل المعادلة حُ  (1A 

 0 ≤ θ ≤    π _ 
2

ل المعادلة sin   2  θ +  4 cos   2  θ - 8  sin θ cos θ = 0 4   إذا كانت     حُ  (1B 

تحل المعادلات المثلثية عادة، لقيم المتغيّر في الفترة [ 2π , 0 ] بالراديان، أو [°360 , °0 ] بالدرجات. كما توجد 
حلول أخر تقع خارج الفترات المحددة. لذلك، فالحلول تختلف باختلاف الفترات.

لّ المعادلة cos θ + 1 = 0 لقيم θ جميعها ، إذا كان قياس θ بالراديان. حُ

= 0cos θ + 1
= -1cos θ

استعن بالتمثيل البياني لمنحنى  y = cos θ ؛ لإيجاد حلول 
.cos θ = -1   المعادلة

 .π 2 هوπ والحل الوحيد في الفترة من 0 إلى ،-π , -3π , -5π , … وكذلك ، π , 3 π, 5π, … الحلول هي
طول الدورة لدالة جيب التمام هو 2π. لذلك، يمكن كتابة الحلول على الشكل π + 2 k π؛ حيث k أيّ عدد 

صحيح.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
4 sin x = 2 sin x +   

ل المعادلة   2 � √  حُ  (2A 

ل المعادلة sin θ = -1 2 لقيم θ جميعها، إذا كان قياس θ بالراديان. حُ  (2B 

يمكن استعمال المعادلات المثلثية في حل مسائل من واقع الحياة.

ÜÉ©dCG áæjóe: ارجع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية هذا الدرس، بعد كم دقيقة من بدء دوران العجلة يكون مقعدك 
على ارتفاع 31m عن سطح الأرض للمرة الأولى؟

= 21 - 20 cos 3πthá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= 21 - 20 cos 3πt31h øe k’óH 31 ¢V uƒY

= -20 cos 3πt10ø«aô£dG Óc øe 21 ìôWG

= cos 3πt-   1 _ 
2
  -20 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG

= 3πtcos-1 (-   1 _ 
2
   ) ΩÉªàdG Ö«L ¢Sƒµ©e òN

2∫ƒ∏ëdG øe »FÉ¡f ’ OóY É¡d á«ã∏ãe ádOÉ©e

O−3π −2π −π π 2π 3π

y

y= cosθ

1

−1

x


 É¡Ø°UƒH ∫ƒ∏ëdG øY ô«Ñ©àdG

 äÉØYÉ°†e
 π »g π + 2 k π IQÉÑ©dG

 , 2 π äÉØYÉ°†e É¡d É kaÉ°†e
 …Qhô°†dG øe ¢ù«d , ∂dòdh

.∫ƒ∏ëdG ™«ªL Oô°S

33á«ã∏ãe ä’OÉ©e πM
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ومن قيم الدوال المثلثية للزوايا الخاصة نعلم أن:

 _ cos  (  2π   ، إذن:
3
  )   =cos  (  4π _ 

3
  )  =-   1 _ 

2

= 3πt  2π _ 
3
   + 2πk3 =أوπt  4π _ 

3
   + 2πk.ôØ°üdG …hÉ°ùj hCG øe ôÑcCG í«ë°U OóY …CG k

= t  2 _ 
9
   +   2 _ 

3
   k= t  4 _ 

9
   +   2 _ 

3
  k3π ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG

 .   2 _ 
9
   +   2 _ 

3
   k = t في المساواة k = 0 نحصل عليها عندما تكون t إن أقل قيمة لـ

 _ 2   دقيقة.
9
ا للمرة الأولى بعد     _ t =   2 وهذا يعني أن ارتفاع مقعدك يكون 31 مترً

9
لذلك،   

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

ا فوق سطح الأرض للمرة الأولى؟ كم من الوقت تحتاج من بداية دوران العجلة ، ليكون ارتفاع مقعدك 41 مترً  (3  

á∏«NódG ∫ƒ∏ëdG: بعض المعادلات المثلثية ليس لها حل. فعلى سبيل المثال، المعادلة cos θ = 4 ليس لها حل؛ 
لأن قيم cos θ جميعها تقع في الفترة [ 1 ,1-] . كما أن بعض المعادلات المثلثية تعطي حلولاً لا تحقق المعادلة 

الأصلية، وتسمى مثل هذه الحلول حلولاً دخيلة.

ن من حل معادلة بالتحليل إلى العوامل، فحاول إعادة كتابة العبارات التي تتضمنها باستعمال المتطابقات  إذا لم تتمكّ
المثلثية. وقد يقودنا استعمال المتطابقات وبعض العمليات الجبرية، كالتربيع مثلاً إلى حلول دخيلة. لذا ، من 

الضروري التحقق من حلولك باستعمال المعادلات الأصلية.

0° ≤ θ < 360° إذا كان sin θ = 1 + cos θ  :لّ المعادلة حُ
= 1 + cos θsin θá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= (1 + cos θ  )  2  sin   2  θ™HQ

= 1 + 2 cos θ +  cos   2  θ1 -  cos   2  θ sin  2  θ = 1 -  cos  2  θ

= 2 cos θ + 2  cos   2  θ0ø«aô£dG Óµd  cos  2  θ áaÉ°VEGh ,ø«aô£dG øe 1 ìô£H

= 2 cos θ (1 + cos θ)0πu∏M

= 01 + cos θ02 =أو cos θ…ôØ°üdG Üô°†dG á«°UÉN

= -1 cos θ0 =أوcos θ

= 180°θ270 , °90 =أو°θ

:≥≤ëàdG = 1 + cos θsin θ= 1 + cos θsin θ
� 1 + cos 180°sin 180°� 1 + cos 90°sin 90°

� 1 + (-1)0� 1 + 01

= 0 �0= 1 �1

= 1 + cos θsin θ

� 1 + cos 270°sin 270°

� 1 + 0-1

≠ 1 �-1

إذن °270 حلاًّ دخيلاًّ
إذن للمعادلة حلان هما  180° ,90°.   

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

cos2 θ + 3 = 4 - sin2 θ  (4  

4á∏«NO ∫ƒ∏M OƒLh ™e á«ã∏ãe ä’OÉ©e πM
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لّ المعادلة sec2 θ - tan4 θ = -1 2 لقيم θ جميعها إذا كان قياس θ بالدرجات. حُ
= -12 sec2 θ - tan4 θá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= -12(1 + tan2 θ) - tan4 θ sec  2  θ = 1 +  tan  2  θ

= -12 + 2 tan2 θ - tan4 θ™jRƒàdG á«°UÉN

= 0tan4 θ - 2 tan2 θ - 3ôØ°ü∏d ÉkjhÉ°ùe ø«aô£dG óMCG π©LG

= 0(tan2 θ - 3)(tan2 θ + 1)πu∏M

= 0tan2 θ + 1tan2 θ - 3 = 0 ôØ°üdG Üô°†dG á«°UÉN…أو 

tan2 θ + 1 = 0  : أولاً

tan2 θ  = - 1  

لا يوجد لهذا الجزء حلول؛ لأن tan2 θ لا يمكن أن يكون سالبًا.

 tan2 θ - 3 = 0 ثانيًا: 

 tan   2  θ = 3  

  tan     θ = ±  √ � 3   

لذا ، تكون حلول هذا الجزء هي :  θ = 60° + 180°k , θ = 120° + 180°k ؛حيث k هو أي عدد صحيح.

. 60° + 180°k , 120° + 180°k  وتكون حلول المعادلة الأصلية هي

:≥≤ëàdG = 60° + 180°kهو أي عدد صحيح k ؛ حيثθ 

� -12 sec2 θ - tan4 θ 

� -12 sec2 (60° + 180°k) - tan4 (60° + 180°k) 

= -1 �8 - 9

� 120° + 180°kهو أي عدد صحيح k ؛ حيثθ 

� -12 sec2 θ - tan4 θ 

� -12 sec2 (120° + 180°k) - tan4 (120° + 180°k) 

= -1 �8 - 9

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
حل كل معادلة مما يأتي، لقيم θ جميعها ، إذا كان قياس θ بالدرجات:

  cos θ _ 
cot θ

   + 2 sin2 θ = 0  (5B  sin θ cot θ - cos2 θ = 0  (5A 

5äÉ≤HÉ£àe ∫Éª©à°SÉH á«ã∏ãªdG ä’OÉ©ªdG πM 
 §ªf øY åëÑdG

 .∂dƒ∏M »a •ÉªfCG øY åëHG
 ∫ƒ∏ëdG øe êhR øY åëHG
 .É keÉªJ π ƒg Éª¡æ«H ¥ôØdG

 §°ùHCÉH ∂dƒ∏M ÖàcGh
.á≤jôW


 π¶dG ádGO

 ádGód IQhódG ∫ƒW ¿CG ôcòJ
 áHÉàc QôÑj Gògh ,π ƒg π¶dG

:IQƒ°üdG »a ∫ƒ∏ëdG
θ = 60° + 180°k

θ = 120° + 180°k
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(1 ∫Éãe) : جميعها الموضحة بجانب كل منها θ حل كل معادلة مما يأتي لقيم

cos2 θ + 2 cos θ + 1 = 0 ; 0° ≤ θ ≤ 360°   

2 cos2 θ + cos θ = 1 ; 0° ≤ θ ≤ 360°   

-2 sin2 θ = 7 - 15 sin θ ; 0° ≤ θ ≤ 360°   

 cos θ +     
 
 √ � 3  
 _ 

2
   = 0 ; 0° ≤ θ ≤ 240°   

(2 ∫Éãe) :بالراديان θ جميعها إذا كان قياس θ حل كل معادلة مما يأتي، لقيم

2 cos2 θ = 1   4 sin2 θ - 1 = 0   

2 cos2 θ + 4cos θ = -2   sin   θ _ 
2
    - 2 sin2   θ _ 

2
   = 0   

(2 ∫Éãe) :بالدرجات θ جميعها إذا كان قياس θ حل كل معادلة مما يأتي لقيم

sin2 θ - sin θ = 0   cos 2θ -  sin  2  θ + 2 = 0   

cos θ - 2cos θ sin θ = 0   2  sin  2  θ - 1 = 0   

 ، d المدن هو إذا كان عدد ساعات النهار في إحد :QÉ¡ædGh π«∏dG   

= d ، حيث t عدد الأيام  3 sin   2π _ 
365

   t + 12 ويمكن تمثيلها بالمعادلة
 (3 ∫Éãe) :بعد 21 مارس، فأجب عما يأتي

ا؟  _ 1    10 تمامً
2
   h في أي يوم سيكون عدد ساعات النهار في المدينة  (a  

باستعمال النتيجة في الفرع a، ما أيام السنة التي يكون فيها عدد   (b  
 _ 1   10ساعات على الأقل إذا علمت أن أطول 

2
ساعات النهار    

ر إجابتك. نهار في السنة يحدث تقريبًا يوم 22 يونيو؟ فسِّ

(4, 5 ¿’ÉãªdG) :حل كل معادلة مما يأتي

sin2 2θ + cos2 θ = 0 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.     

sin 2θ - cos θ = 0 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.    

tan θ = 1 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.    

cos 2 θ =   1 _ 
4
   ; 0° ≤ θ ≤ 360°   

2 sin2 θ = 1 ; 90° < θ < 270°   

sin 2θ - cos θ = 0 ; 0 ≤ θ ≤ 2π   

4 sin2 θ - 1 = 0 ; 180° < θ < 360°   

tan θ - sin θ = 0 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.    

   sin2 θ =      4 sin θ - 1 4 لجميع قيم θ إذا كان قياس θ بالدرجات.

 . 876 ft يبلغ ارتفاع برج الفيصلية في الرياض :ÜÉë°S äÉëWÉf   
أوجد θ إذا كان طول ظله في الشكل أدناه m 685؟

θ

876 ft

y ، عمق نهر   = 3 sin  
 
    
   π _ 
6
   (x - 4)  

 
    
QÉ¡fCG: تمثل الدالة:  8 +      

خلال أحد الأيام ؛ حيث x = 0 , 1 , 2 , … , 24 ،  24 تدل على 
الساعة الثانية عشرة عند منتصف الليل، 13 تدل على الساعة الواحدة 

بعد الظهر ، وهكذا....

ما أقصى عمق للنهر في ذلك اليوم؟  (a  

في أي وقت نحصل على أقصى عمق؟  (b  

حل كل معادلة مما يأتي، لقيم θ جميعها، إذا كان قياس θ بالراديان:

(cos θ)(sin 2θ) - 2 sin θ + 2 = 0   

2 sin2 θ +  (  √ � 2   - 1)  sin θ  =     
√ � 2  

 _ 
2
    

2 sin θ = sin 2θ   

حل المعادلتين الآتيتين، لقيم θ جميعها، إذا كان قياس θ بالدرجات:

sin 2θ +     
√ � 3  

 _ 
2
   =   √ � 3   sin θ + cos θ   

1 - sin2 θ - cos θ =   3 _ 
4
    

 ، n  1  sin i =  n  2  sin r  (snell's law) حسب قانون سنيل :¢SÉªdCG   
حيث  n  1  معامل الانكسار للضوء في الوسط الذي يخرج منه الضوء، 
و  n  2  معامل الانكسار للوسط الذي يدخل فيه الضوء،و i قياس زاوية 

السقوط،و r قياس زاوية الانكسار.

إذا كان معامل الانكسار للماس 2.42 ، ومعامل الانكسار للهواء   (a  
1 ، وقياس زاوية سقوط الضوء على حجر ألماس هو °35 ، فما 

قياس زاوية الانكسار؟

اشرح كيف يستطيع بائع المجوهرات استعمال قانون سنيل؛   (b  
ا حقيقيًّا ونقيًّا أم لا. لمعرفة إذا كان هذا ألماسً
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CÉ£îdG ∞°ûàcG: حلت كل من هلا وليلى المعادلة    

 θ ≤ 360°  ،  2 sin θ cos θ = sin θ ≥ °0. أيّ منهما كانت 

ر إجابتك. إجابتها صحيحة؟ برِّ

Óg
2 sin θ cos θ = sin θ

   2 sin θ cos θ
 

_ sin θ   =   sin θ
 

_ sin θ  

 2 cos θ = 1

 cos θ =   1 _ 2  
θ = 60° , 300°

≈∏«d
2 sin θ cos θ = sin θ

–sin θ = –sin θ
2 cos θ = 0

cos θ = 0

θ = 90° , 270°

: حل المتباينة  x ≤ 2π ،  sin 2 x < sin x ≥ 0  بدون  xóëJ   
استعمال الحاسبة.

د أوجه الشبه وأوجه الاختلاف بين حل المعادلات  ÖàcG: حدّ   
المثلثية ، والمعادلات الخطية والتربيعية. ما الطرق المتشابهة؟ وما 

الطرق المختلفة؟ وما عدد الحلول المتوقعة؟

ôjôÑJ: اشرح سبب وجود عدد لانهائي من الحلول للمعادلات    
المثلثية.

ن فقط ، ،  áMƒàØe ádCÉ°ùe: اكتب مثالاً على معادلة مثلثية لها حلاّ   
 . 0° ≤ θ ≤ 360° بحيث تكون

    = csc x الحلول 
 √ � 2    ,  cot  2  x + 1 = 2 هل للمعادلتين : xóëJ   

نفسها في الربع الأول؟ برر إجابتك.


( 3-4 ¢SQódG) :أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي

cos 165°   sin 22   1 _ 
2
  °   sin    7π _ 

8
    cos   7π _ 

12
    

( 3-3 ¢SQódG) :أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة

cos (90° + θ) = -sin θ   sin(270° - θ) = - cos θ   

sin (90° - θ) = cos θ   cos (90° - θ) = sin θ   

ájQÉf ÜÉ©dCG: إذا أطلق صاروخ    
من سطح الأرض، فإن أعلى 

ارتفاع يصل إليه يعطى بالصيغة 

h ، حيث θ زاوية  =    v  2   sin  2  θ _ 
2g

  

الانطلاق، و v السرعة المتجهة 
الابتدائية للصاروخ، و g تسارع 

. 9.8m/sec  الجاذبية الأرضية وتساوي

 _ v  2   sin  2  θ     تمثِّل متطابقة .
  2 g

   =    v  2   tan  2  θ _ 
2g  sec  2  θ

أثبت أن      (a  

إذا أطلق الصاروخ من سطح الأرض بزاوية °80 ، وسرعة   (b  
ابتدائية مقدارها 110m/s ، فأوجد أقصى ارتفاع يصل إليه.  

( 3-2 ¢SQódG)

استعمل التمثيل البياني في الشكل    
 h(x) المجاور؛ لتحدد مجال الدالة

( á≤HÉ°S IQÉ¡e).ومداها



أي مما يأتي ليس حلاًّ للمعادلة sin θ + cos θ  tan  2  θ = 0 ؟    

  3 π
 _ 

4
   D  2 π  C    7 π _ 

4
   B    5 π _ 

2
   A  

  csc x =   -2  √ � 3 ، حيث x < 360° > °0؟
 _ 

3
لّ المعادلة     ماحَ   

°330 أو 210°   C °150 أو 30°     A  

D  °300 أو 240° °120 أو 60°     B  

31(

32(

33(

34(

35(

36(

37(38(39(40(

42( 41(

44( 43(

v

θ

45(

y

x

h (x)

O

46(

47(

48(
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á«°SÉ°SC’G º«gÉØªdG

( 3-1 , 3-2 , 3-5 ¢ShQódG) á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

.á«ã∏ãªdG ∫GhódG ø«H ábÓ©dG á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG ∞°üJ  •

 äGQÉÑ©dG §«°ùÑJ »a á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG ∫Éª©à°SG øµªj  •
.á«ã∏ãªdG ä’OÉ©ªdG πMh , á«ã∏ãªdG

 Éª¡æ«H ¥ôØdGh ø«àjhGR ´ƒªéªd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG
( 3 -3 ¢SQódG)

:A , B º«b ™«ªéd  •

cos ( A ± B ) = cos A cos B ∓ sin A sin B  

sin ( A ± B ) = sin A cos B ± cos A sin B  

 É¡Ø°üfh ájhGõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG
( 3-4 ¢SQódG)

:ájhGõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG  •

sin 2θ = 2 sin θ cos θ  

cos 2θ =  cos  2  θ -  sin  2  θ  

cos 2θ = 1 - 2  sin  2  θ  

cos 2θ = 2  cos  2  θ - 1  

tan 2θ =   2 tan θ  _ 
1-  tan  2  θ

   

:ájhGõdG ∞°üæd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG  •

sin   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

2
     

cos   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 + cos θ

 _ 
2
     

tan   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

1 + cos θ
     , cos θ ≠ -1  

äGOôØªdG

( 136 .¢U) á≤HÉ£àªdG

( 136 .¢U) á«ã∏ãªdG á≤HÉ£àªdG

( 136 .¢U) á«Ñ°ùædG äÉ≤HÉ£àªdG

( 136 .¢U) Üƒ∏≤ªdG äÉ≤HÉ£àe

( 136 .¢U) ¢SQƒZÉã«a äÉ≤HÉ£àe

 ø«àjhGõdG äÉ≤HÉ£àe
( 136 .¢U) ø«àeÉààªdG

 ∫GhódGh á«LhõdG ∫GhódG äÉ≤HÉ£àe
( 136 .¢U) ájOôØdG

( 158 .¢U) á«ã∏ãªdG ä’OÉ©ªdG

∂JGOôØe ôÑàNG
اكتب المفردة المناسبة لكل عبارة مما يأتي:

يمكن استعمال  في إيجاد جيب أو جيب تمام الزاوية    
. 15° و   90° الزاويتين  من  لكل  تمام  والجيب  الجيب  علم  إذا   75°

 _ cot θ =   cos θ هي مثال على  .
sin θ

المتطابقة       

   هي معادلة تحتوي على دوال مثلثية صحيحة للقيم 
جميعها التي تجعل كل طرف في المعادلة معرفًا.

يمكن استعمال  في إيجاد sin 60° باستعمال    
الزاوية 30° .

تكون  صحيحة لقيم معينة للمتغيرات.   

. cos 22   1 _ 
2
يمكن استعمال  في إيجاد °     

 _ csc θ =   1 مثالان على 
sin θ

    , sec θ =   1 _ 
cos θ

المتطابقتان      
. 

يمكن استعمال  في إيجاد كل من    
لم الجيب ، والجيب تمام لكل من  sin 120° , cos 120° إذا عُ

الزاويتين 30° , 90° .

cos  2  θ +  sin  2  θ = 1  هي مثال على  .   

äGOôØªdG

á©LGôªdGh á°SGQódG π«dO
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3(

4(
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6(

7(

8(

9(

¢ShQódG á©LGôe

أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية:

 270° < θ < 360°،cos θ =     
√ � 2  

 _ 
2
sin θ ، إذا كان        

 90° < θ < 180°،cot θ =   -   
 √ � 2  
 _ 

2
sec θ ، إذا كان        

 0° < θ < 90°،cot θ = 2  إذا كان ، tan θ   

 180° < θ < 270°،sin θ = -   3 _ 
5
cos θ ، إذا كان        

 270° < θ < 360° ،cot θ =-   4 _ 
5
csc θ، إذا كان        

Ωób Iôc: إذا كان بُعدا ملعب كرة القدم هما:    
.θ 75 كما في الشكل أدناه، فأوجد جيب الزاوية m, 110m

75 m

110 m

θ

ط كل عبارة مما يأتي : بسّ

1 - tan θ sin θ cos θ   

tan θ csc θ   

sin θ + cos θ cot θ   

cos θ (1 + tan2 θ)   

. 0° < θ < 90° ، cos θ =   3 _ 
4
أوجد sin θ إذا كان   

= 1 cos  2  θ +  sin  2  θ¢SQƒZÉã«a á≤HÉ£àe

= 1 - cos2 θ sin  2  θ.ø«aô£dG Óc øe  cos  2  θ ìôWG

= 1 -   (  3 _ 
4
  )   

2
  sin  2  θcos θ øY k’óH   3 _ 

4
   ¢VuƒY

= 1 -   9 _ 
16

   sin  2  θ 3 _ 
4
     ™HQ

=   7 _ 
16

   sin  2  θìôWG

= ±     
√ � 7  

 _ 
4
  sin θø«aô£dG Óµd »©«HôàdG QòédG òN

بما أن θ في الربع الأول، فإن sin θ  موجبة. 

. sin θ =     
√ � 7  

 _ 
4
إذن ،    

. cos θ sec θ cot θ ط العبارة بسّ

cos θ sec θ cot θ = cos θ  (  1 _ 
cos θ

  )  (  cos θ _ 
sin θ

  ) 

= cot θ  

1
3-1(136 - 140 äÉëØ°üdG) á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

2

 tan  A ±  tan B
tan ( A ± B ) =

1 ± tan A tan B
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á«°SÉ°SC’G º«gÉØªdG

( 3-1 , 3-2 , 3-5 ¢ShQódG) á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

.á«ã∏ãªdG ∫GhódG ø«H ábÓ©dG á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG ∞°üJ  •

 äGQÉÑ©dG §«°ùÑJ »a á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG ∫Éª©à°SG øµªj  •
.á«ã∏ãªdG ä’OÉ©ªdG πMh , á«ã∏ãªdG

 Éª¡æ«H ¥ôØdGh ø«àjhGR ´ƒªéªd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG
( 3 -3 ¢SQódG)

:A , B º«b ™«ªéd  •

cos ( A ± B ) = cos A cos B ∓ sin A sin B  

sin ( A ± B ) = sin A cos B ± cos A sin B  

 É¡Ø°üfh ájhGõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG
( 3-4 ¢SQódG)

:ájhGõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG  •

sin 2θ = 2 sin θ cos θ  

cos 2θ =  cos  2  θ -  sin  2  θ  

cos 2θ = 1 - 2  sin  2  θ  

cos 2θ = 2  cos  2  θ - 1  

tan 2θ =   2 tan θ  _ 
1-  tan  2  θ

   

:ájhGõdG ∞°üæd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG  •

sin   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

2
     

cos   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 + cos θ

 _ 
2
     

tan   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

1 + cos θ
     , cos θ ≠ -1  

á©LGôªdGh á°SGQódG π«dO

¢ShQódG á©LGôe

أوجد القيمة الدقيقة لكل من النسب المثلثية الآتية:

 270° < θ < 360°،cos θ =     
√ � 2  

 _ 
2
sin θ ، إذا كان        

 90° < θ < 180°،cot θ =   -   
 √ � 2  
 _ 

2
sec θ ، إذا كان        

 0° < θ < 90°،cot θ = 2  إذا كان ، tan θ   

 180° < θ < 270°،sin θ = -   3 _ 
5
cos θ ، إذا كان        

 270° < θ < 360° ،cot θ =-   4 _ 
5
csc θ، إذا كان        

Ωób Iôc: إذا كان بُعدا ملعب كرة القدم هما:    
.θ 75 كما في الشكل أدناه، فأوجد جيب الزاوية m, 110m

75 m

110 m

θ

ط كل عبارة مما يأتي : بسّ

1 - tan θ sin θ cos θ   

tan θ csc θ   

sin θ + cos θ cot θ   

cos θ (1 + tan2 θ)   

. 0° < θ < 90° ، cos θ =   3 _ 
4
أوجد sin θ إذا كان   

= 1 cos  2  θ +  sin  2  θ¢SQƒZÉã«a á≤HÉ£àe

= 1 - cos2 θ sin  2  θ.ø«aô£dG Óc øe  cos  2  θ ìôWG

= 1 -   (  3 _ 
4
  )   

2
  sin  2  θcos θ øY k’óH   3 _ 

4
   ¢VuƒY

= 1 -   9 _ 
16

   sin  2  θ 3 _ 
4
     ™HQ

=   7 _ 
16

   sin  2  θìôWG

= ±     
√ � 7  

 _ 
4
  sin θø«aô£dG Óµd »©«HôàdG QòédG òN

بما أن θ في الربع الأول، فإن sin θ  موجبة. 

. sin θ =     
√ � 7  

 _ 
4
إذن ،    

. cos θ sec θ cot θ ط العبارة بسّ

cos θ sec θ cot θ = cos θ  (  1 _ 
cos θ

  )  (  cos θ _ 
sin θ

  ) 

= cot θ  

1
3-1(136 - 140 äÉëØ°üdG) á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG
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19(
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أثبت صحة كلٍّ من المتطابقات الآتية:

tan θ cos θ + cot θ sin θ = sin θ + cos θ   

  cos θ _ 
cot θ

   +   sin θ _ 
tan θ

   = sin θ + cos θ   

 sec  2  θ - 1 =     sin  2  θ _ 
1 -  sin  2  θ

    

á°Sóæg: المثلث المجاور قائم الزاوية.    
ق من أن  استعمل أطواله المعطاة لتتحقّ

ta n  2  θ + 1 = se c  2  θ

.   cos θ + 1
 _ 

sin θ
   = cot θ + csc θ  أثبت صحة المتطابقة

   cos θ + 1 _ 
sin θ

  ô°ùjC’G ±ô£dG

=  cos θ _ 
sin θ

   +   1 _ 
sin θ

  § u°ùH

= cot θ + csc θ  �§ u°ùH

الطرف الأيمن =

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكل مما يأتي:

 cos (-135°)   

cos 15°   

sin 210°   

sin 105°   

tan 75°   

cos 105°   

أثبت صحة كل من المتطابقات الآتية:

sin (θ + 90 ) = cos θ   

sin  (  3π _ 
2
   - θ)  = -cos θ   

tan (θ - π) = tan θ   

. sin 75°  أوجد القيمة الدقيقة لِـ

 sin (A+B) = sin A دون استعمال الآلة الحاسبة، استعمل المتطابقة
. cos B + cos A sin B

= sin (30° + 45°)sin 75°

= sin 30° cos 45° + cos 30° sin 45°

=  (  1 _ 
2
  )  (    

√ � 2  
 _ 

2
  )  +  (    

√ � 3  
 _ 

2
  )  (    

√ � 2  
 _ 

2
  ) 

 =     
√ � 2  

 _ 
4
   +     

√ � 6  
 _ 

4
   =     

√ � 2   +   √ � 6  
 _ 

4
  

3
3-2(141 - 145 äÉëØ°üdG) á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG áë°U äÉÑKEG

20(

21(

22(

3

θ 
4

√7

23(

4
3-3(146 - 149 äÉëØ°üdG) Éª¡æ«H ¥ôØdGh ø«àjhGR ´ƒªéªd á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

24(
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á©LGôªdGh á°SGQódG π«dO
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á©LGôªdGh á°SGQódG π«dO

 ، sin 2θ , cos 2θ , sin   θ _ 
2
   , cos   θ _ 

2
أوجد القيم الدقيقة لكل من: لـ   

إذا علمت أن:

cos θ =   4 _ 
5
    ; 0° < θ < 90°   

sin θ = -   1 _ 
4
    ; 180° < θ < 270°   

cos θ = -   2 _ 
3
    ;   π _ 

2
   < θ < π   

 .90 ft ملعب على شكل مربع طول ضلعه :ÖYÓe   

أوجد طول قطر الملعب.  (a  

اكتب النسبة sin 45° باستعمال أطوال أضلاع الملعب.  (b  

 _ sin   θ ؛ لبرهنة صحة 
2
   =  ±   √ ����   1 - cos θ  _ 

2
استعمل الصيغة       (c  

. (b)النسبة التي كتبتها في الفرع

 _ cos θ = -   3، وتقع θ في 
5
 _ sin   θ ، إذا كان    

2
أوجد القيمة الدقيقة لِـ    

الربع الثاني.

= ±   √ ����   1 - cos θ _ 
2
    sin   θ _ 

2
  ájhGõdG ∞°üf á≤HÉ£àe

= ±   √ ����

   
1 -  (-  3 _ 

5
  ) 
 _ 

2
    cos θ = -   3 _ 

5
  

= ±   √ ��
   

  8 _ 
5
  
 _ 

2
    ìôWG

= ±   √ �   4 _ 
5
     = ±   2  √ � 5  

 _ 
5
  ΩÉ≤ªdG ≥£fCGh  , § u°ùH , º°ùbG

sin   
θ
 _ 

2
   =   2   √ � 5  

 _ 
5
بما أن θ تقع في الربع الثاني، فإن    

حل كل معادلة مما يأتي ، لقيم θ جميعها الموضحة بجانب كل منها:

2 cos θ - 1 = 0 ; 0° ≤ θ < 360°   

4  cos  2  θ - 1 = 0 ; 0 ≤ θ < 2π   

sin 2θ + cos θ = 0 ; 0° ≤ θ < 360°   

 sin  2  θ = 2 sin θ + 3 ; 0° ≤ θ < 360°   

4 cos2 θ - 4 cos θ + 1 = 0 ; 0 ≤ θ < 2π   

. 0 ≤ θ < 2π إذا كان ،  sin 2θ - cos θ = 0  حل المعادلة
= 0sin 2θ - cos θá«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

= 02 sin θ cos θ - cos θájhGõdG ∞©°V á≤HÉ£àe

= 0cos θ (2 sin θ - 1)πu∏M

= 02 sin θ - 10 =أوcos θ

=   1 _ 
2
  sin θ=   π _ 

2
 _ 3π   أو   

2
   θ

=   π _ 
6
 _ 5π   أو  

6
  θ

5
3-4(151 - 156 äÉëØ°üdG) É¡Ø°üfh ájhGõdG ∞©°†d á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

33(

34(

35(

36(

6
3-5(<OV> - 163 äÉëØ°üdG) á«ã∏ãªdG ä’OÉ©ªdG πM

37(

38(
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40(

41(
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(3 - 1 ¢SQódG)  . ا مائلاً لمنزل äGAÉ°ûfEG: يبين الشكل أدناه ممرًّ   

θ

. tan θ =   1 _ 
12

أوجد sin θ , cos θ إذا كان       

Aƒ°V: تعطى شدة الضوء الخارج من عدستين متتاليتين بالصيغة    

؛ حيث I0 شدة الضوء الخارج من العدسة الأولى ،   I = I0 -   
I0 _ 

 csc  2 θ
  

الزاوية بين محوري العدستين. اكتب الصيغة السابقة بحيث لا تظهر    θ 

(3 - 1 ¢SQódG)  .tan θ فيها نسب مثلثية سو

 (Stereographic يستعمل إسقاط الستيروجرافيك :§FGôN   
(Projection لتحويل مسار ثلاثي الأبعاد على الكرة الأرضية إلى 

مسار في المستو (على الخريطة)، بحيث ترتبط النقاط على الكرة 
. r  =   sin α _ 

1 - cos α
الأرضية بالنقاط المقابلة لها على الخريطة بالمعادلة    

 (3 - 2 ¢SQódG)  . r =   1 + cos α _ 
sin α

أثبت أن       

A

A
B

B
C

C

CC

äÉLƒe: يُسمى تداخل موجتين بنَّاءً إذا كانت سعة الموجة الناتجة    
أكبر من سعة مجموع الموجتين المتداخلتين. هل يكون تداخل 

الموجتين الآتيتين معادلتاهما بنَّاء؟
      y  1  = 20 sin (3t + 225˚) ،  y  2  = 20 sin (3t + 45˚)

(3 - 3 ¢SQódG)

 .sin 2 N =   2n� _ 
 m  2 

á°Sóæg: استعمل المثلث LMN أدناه لإثبات أن      
(3 - 4 ¢SQódG) 

�M

m
n

N

L

 (3 - 4 ¢SQódG) :أثبت أن كلاًّ من المعادلتين الآتيتين تمثِّل متطابقة

   sin2 θ _ 
  2sin  2  θ

   = cot θ   

1+ cos 2θ =   2 _ 
1+ tan  2 θ

    

 ، θ وزاوية قياسها v إذا قُذفت كرة بسرعة متجهة مقدارها :äÉahò≤e   
فقطعت مسافة أفقية مقدارها d ft، ويعطى زمن تحليقها t بالصيغة 
= t ، فأوجد الزاوية التي قُذفت بها الكرة ، إذا علمت أن    d _ 

v cos θ
   

.  v = 50ft/s، وكانت المسافة الأفقية 100ft ، وزمن التحليق 4 ثوانٍ
(3 - 5¢SQódG) 

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

πFÉ°ùeh äÉ≤«Ñ£J
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Oó©àe øe QÉ«àNG: أي من العبارات الآتية تكافئ   
sin θ + cos θ cot θ ؟ 

sec θ  C  cot θ  A  

csc θ  D  tan θ  B  

أثبت أن كلاًّ من المعادلتين الآتيتين تمثِّل متطابقة: 

. cos (30° - θ ) = sin (60° + θ )   

. cos (θ - π) = -cos θ   

Oó©àe øe QÉ«àNG: ما القيمة الدقيقة لـِ sin θ، إذا كان   
 _ θ < 180° ، cos θ = -   3 > °90؟

5
  

-   4 _ 
5
   C    5 _ 3   A  

  4 _ 
5

   D      
√ � 34  

 _ 
8
   B  

دون استعمال الآلة الحاسبة، أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي:

270° < θ < 360° ، sec θ =   4 _ 
3
cot θ ، إذا كان      

90° < θ < 180° ، cos θ =  -   1 _ 
2
tan θ ، إذا كان      

180° < θ < 270° ، csc θ = -2 إذا كان ، sec θ   

0° < θ < 90° ، sin θ =    1 _ 
2
sec θ ، إذا كان      

أثبت أن كل معادلة مما يأتي تمثِّل متطابقة:

sin θ (cot θ + tan θ) = sec θ   

   cos  2  θ _ 
1 - sin θ

   =    cos θ __ 
sec θ - tan θ

    

(tan θ + cot θ  )  2  =  csc  2  θ  sec  2  θ   

  1 + sec θ _ 
sec θ

   =     sin  2  θ _ 
1 - cos θ

    

 _ tan   π؟
8
Oó©àe øe QÉ«àNG: ما قيمة       

1 -   √ � 2     C    
  √ ��� 2 -   √ � 3    

 _ 
2
   A  

-   
  √ ��� 2 -   √ � 3    

 _ 
2
     D    √ � 2   - 1  B  

صر ربما  ح بعض المؤرخين أن الذين بنوا أهرامات مِ ïjQÉJ: يُرجِّ   
حاولوا أن يبنوا الواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع، ثمّ 
غيروها إلى أنواع مختلفة من المثلثات. افترض أنّه تم بناء هرم 
.18 ft بواجهة على شكل مثلث متطابق الأضلاع، طول ضلعه

18 ft

  

أوجد ارتفاع المثلث المتطابق الأضلاع.  (a  

استعمل الصيغة sin 2θ = 2 sin θ cos θ ، وطول ضلع   (b  
المثلث وارتفاعه لتبيّن أن sin 2(30°) = sin 60° ، ثم أوجد 

.sin 60° القيمة الدقيقة للنسبة المثلثية

أوجد القيمة الدقيقة لكلٍّ مما يأتي:

 cos (-225°)   

sin 480°   

cos 75°   

 sin 165°   

ل كلاًّ من المعادلتين الآتيتين لقيم θ جميعها، إذاكان قياس θ بالراديان: حُ

2  cos  2  θ - 3 cos θ - 2 = 0   

2 sin 3θ - 1 = 0   

:0° ≤ θ ≤ 360° ل المعادلتين الآتيتين، حيث حُ

cos 2θ + cos θ = 2   

sin θ cos θ -   1 _ 
2
   sin θ = 0   

π°üØdG QÉÑàNG
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2(
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á«WhôîªdG ´ƒ£≤dG
Conic Sections

:≥Ñ°S Éª «a
 á«©jôàdG ádGódG π«ãªJ oâ°SQO
 , (ÉkÄaÉµe É k©£b πãªJ »àdGh)
 πãªJ »àdGh) Üƒ∏≤ªdG ádGOh
( 3 -5 ) ¢SQódG .(G kóFGR É k©£b

:¿B’Gh
 ´ƒ£≤dG ä’OÉ©e oπ∏ qMoCG  ■

 ,ôFGhódGh ,áÄaÉµªdG
 ,á°übÉædG ´ƒ£≤dGh

 É¡o∏ qãeCGh ,IóFGõdG ´ƒ£≤dGh
.Év«fÉ«H

 ´ƒ£≤dG äO’É©e oÖàcCG  ■

 ,ôFGhódGh ,áÄaÉµªdG
 ,á°übÉædG ´ƒ£≤dGh

.IóFGõdG ´ƒ£≤dGh
 ´ƒ£≤dG ´GƒfCG OóMCG  ■

 ∫Éª©à°SÉH á«WhôîªdG
.É¡J’OÉ©e

 ácôM øª°†àJ πFÉ°ùe tπMCG  ■

.äÉahò≤ªdG

?GPÉªd
 ´ƒ£≤dG :AÉ°†a 

 ∫Éª©à°S’G á©FÉ°T á«WhôîªdG
 ;AÉ°†ØdG ä’Éée »a

 ôFGhódG ä’OÉ©e πª©à°ùJ PEG
 ácôM äGQGóe ∞°Uh »a

 QÉªbC’Gh á«FÉ°†ØdG øØ°ùdG
 Éªc .¢VQC’G ∫ƒM á«YÉæ°üdG

 äGQÉ°ùe »a ô«°ùJ ÖcGƒµdG ¿CG
 ´ƒ£≤dG ¬Ñ°ûJ πµ°ûdG ájhÉ°†«H
 ô«°ùàa ,äÉÑqfòªdG É qeCG ,á°übÉædG

 ™£≤dG »FõL óMCG √ÉéJG »a
 DƒÑæàdG ≈∏Y óYÉ°ùj É qªe ,óFGõdG

.É k≤M’ ÉgQƒ¡X øeõH

 áªFÉb ÖàcG :á≤HÉ°S IAGôb
 äÉbÓ©dG ∫ƒM ¬aô©J ÉªH

 Éª¡∏«ãªJh á«©«HôàdG ∫GhódGh
.»fÉ«ÑdG
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افترض أن P(x, y) نقطة على القطع المكافئ كما في الشكل المجاور، والذي 
رأسه V(h, k) وبؤرته F(h+c, k) ، حيث   FV =  c هو البعد بين الرأس 

والبؤرة. وبناءً على تعريف القطع المكافئ فإن البعد بين أي نقطة على القطع 
  FV = c والبؤرة يجب أن يساوي بعد هذه النقطة عن الدليل. لذا إذا كان  

.VT = c فإن  

نعلم من تعريف القطع المكافئ أنّ PF = PM . وبما أنّ M واقعة على 
الدليل، فإن إحداثيي M هما (h - c , y) ، ويمكنك استعمال صيغة المسافة 

بين نقطتين لإيجاد معادلة القطع المكافئ.

 PF = PM

   √ ���������  [x - (h + c) ]  2  + (y - k )  2    =   √ ����������  [x - (h - c) ]  2  + (y - y )  2   

 [x - (h + c) ]  2  + (y - k )  2  = [x - (h - c) ]  2  +  0  2 

  x  2  - 2x(h + c) + (h + c )  2  + (y - k )  2  =  x  2  - 2x(h - c) + (h - c )  2 

 x  2  - 2xh - 2xc +  h  2  + 2hc +  c  2  + (y - k )  2  =  x  2  - 2xh + 2xc +  h  2  - 2hc +  c  2 

 (y - k )  2  = 4xc - 4hc

 (y - k )  2  = 4c(x - h)

ø«à£≤f ø«H áaÉ°ùªdG ¿ƒfÉb

ø«aô£dG ™uHQ  

¢SGƒbC’G ∂a  

¢SGƒbC’G ∂a  

§ u°ùH  

πu∏M  

أي أنّ معادلة القطع المكافئ المفتوح أفقيًّا (إلى اليمين أو إلى اليسار) هي 2  = 4c(x - h)  ( y - k) . وبالمثل فإن 
. (x - h )  2  = 4c(y - k) :معادلة القطع المكافئ المفتوح رأسيًّا (إلى أعلى أو إلى أسفل) هي

د قيم الثوابت h, k, c خصائص القطوع  وهاتان هما المعادلتان القياسيتان للقطوع المكافئة، حيث c ≠ 0 . وتحدّ
المكافئة مثل إحداثيات رأس القطع واتجاهه.

(x - h )  2  = 4c(y - k) :á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG(y - k )  2  = 4c(x - h) :á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG

c < 0

xO

V
F

y

  c > 0

xO

V
F

y

O

V
F

x

y

c < 0   c > 0

O

V F

y

x

Év«°SCGQ ìƒàØe ≈æëæªdG  :√ÉéJ’G
(h, k)  :¢SCGôdG

(h, k + c)  :IQDƒÑdG
x = h  :πKÉªàdG Qƒëe ádOÉ©e

y = k - c  :π«dódG ádOÉ©e
|4 c|  :…QDƒÑdG ôJƒdG ∫ƒW

Év«≤aCG ìƒàØe ≈æëæªdG  :√ÉéJ’G
(h, k)  :¢SCGôdG

(h + c, k)  :IQDƒÑdG
y = k  :πKÉªàdG Qƒëe ádOÉ©e

x = h - c  :π«dódG ádOÉ©e
|4 c|  :…QDƒÑdG ôJƒdG ∫ƒW

يمكنك استعمال الصورة القياسية لمعادلة القطع المكافئ لتحديد خصائصه مثل الرأس والبؤرة والدليل .

O x

y




x = h - c

y = k

c
cT

(h - c, y)M (x, y)P

(h + c, k)F
(h, k)V


  ™£≤dG ≈æëæe áëàa √ÉéJG

 ¢SQódG Gòg »a ßMÓà°S
 ÅaÉµªdG ™£≤dG äÉ«æëæe ¿CG

 ≈∏YCG ≈dEG)  Év«°SCGQ áMƒàØe
 ≈dEG) Év«≤aCG hCG , (πØ°SCG ≈dEG hCG

.(QÉ°ù«dG hCG ø«ª«dG

ÅaÉµªdG ™£≤dG ¢üFÉ°üN
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د خصائص القطع المكافئ 2  = -12(x - 2)  ( y + 5) ، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا. حدّ

  4c = -12 وهذا يعني أن المنحنى مفتوح أفقيًّا. وبما أن ، y المعادلة في صورتها القياسية، والحدّ التربيعي هو
فإن c = -3  ؛ لذا فهو مفتوح إلى اليسار. وبما أن المعادلة على صورة 2  = 4 c(x - h)  ( y - k) ؛ لذا فإن

h = 2 , k = -5  . استعمل قيم h , k , c لتحديد خصائص القطع المكافئ.

x = h - c  x = 5 الدليل:   (h, k) الرأس:  (5- ,2)  
 y = k  y = -5 محور التماثل:   (h + c, k) البؤرة:  (5- ,1-)  

4 c  12 طول الوتر البؤري: 

عيِّن الرأس والبؤرة ومحور التماثل والدليل، والوتر البؤري، ثم ارسم منحنى يمر 
ا بنهايتي الوتر البؤري. يجب أن يكون المنحنى متماثلاً حول  بالرأس ويمتد مارًّ

محور التماثل.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

2(x + 6) = (y + 1 )  2  (1B  8(y + 3) = (x - 4 )  2  (1A 

ع شمسي من مرآة مقطعها العرضي على شكل  á«°ùª°T ábÉW: يتكون مجمِّ
قطع مكافئ معادلته x  2  = 3.04 y  ، حيث x , y بالأمتار، وتعمل المرآة على 

تركيز أشعة الشمس على مستقبل خطي يقع عند بؤرة القطع ، أين يقع المستقبل 
الخطَي بالنسبة إلى رأس القطع المكافئ؟ 

 x يقع المستقبل الخطي عند بؤرة القطع المكافئ. وبما أن الحد التربيعي هو
. ( h, k + c) موجب، فإن منحنى القطع مفتوح إلى أعلى، وتقع البؤرة عند c و

المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية، كما أنّ قيمة كل من h , k صفر، وبما أن 
4c = 3.04 فإن c = 0.76 . لذا تقع البؤرة عند (0.76 + 0 ,0) أو (0.76 ,0) .

بما أن موقع بؤرة القطع المكافئ الذي يمثل المقطع العرضي هو (0.76 ,0) .
فإن المستقبل الخطي يقع على مسافة 0.76 متر فوق رأس القطع المكافئ.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

د إلى فقرة "لماذا؟" في بداية الدرس. افترض أنه يمكن تمثيل القطع المكافئ الظاهر في الصورة  a∏∂:  عُ  (2 
باستعمال المعادلة x  2  = 44.8 ( y - 6)  ، حيث x ≤ 5 ≥ 5- . إذا كانت x , y بالأقدام، فأين تقع آلة التصوير 

بالنسبة إلى رأس القطع المكافئ؟

لتحديد خصائص القطع المكافئ تحتاج أحيانًا إلى كتابة معادلته بالصورة القياسية، كما أنك قد تعيد ترتيب المعادلة 
لتبسيطها، وقد تستعمل في بعض الحالات مهارات رياضية معينة مثل إكمال المربع لكتابة المعادلة بالصورة القياسية.

1 É v«fÉ«H √Éæëæe π«ãªJh ÅaÉµªdG ™£≤dG ¢üFÉ°üN ójóëJ 
 ÅaÉµªdG ™£≤dG √ÉéJG

 ÅaÉµªdG ™£≤dG √ÉéJG ¿ƒµj
 mRGƒe ¬∏KÉªJ Qƒëe …òdG

:äÉ«KGóME’G …Qƒëe óMC’

 ¿Éc GPEG ≈∏YCG ≈dEG É kMƒàØe   -
 , x ƒg »©«HôàdG óëdG

.c > 0 âfÉch

 GPEG πØ°SC’G ≈dEG É kMƒàØe   -
 , x ƒg »©«HôàdG óëdG ¿Éc

.c < 0 âfÉch

 GPEG ø«ª«dG ≈dEG É kMƒàØe  -
 , y ƒg »©«HôàdG óëdG ¿Éc

.c > 0 âfÉch

 GPEG QÉ°ù«dG ≈dEG É kMƒàØe  -
 , y ƒg »©«HôàdG óëdG ¿Éc

.c < 0 âfÉch

y

xO

−12

−4

−4

−8 −4 4

F (−1, −5) V (2, -5)


 …QDƒÑdG ôJƒdG º°SQ

 »a …QDƒÑdG ôJƒdG º°Sôd
 á©£b º°SQG ,1  ∫ÉãªdG

 ,IóMh 12 É¡dƒW áª«≤à°ùe
 »a ™≤J »àdG IQƒÑdÉH ôªJh
 ájOƒªY ¿ƒµJh ,É¡Ø°üàæe

.πKÉªàdG Qƒëe ≈∏Y22ÅaÉµªdG ™£≤dG ¢üFÉ°üN





 ≈∏Y ÉjGôe πª©à°ùJ AÉHô¡µdG ó«dƒJ
 AÉHô¡µdG ó«dƒàd ;áÄaÉµe ´ƒ£b πµ°T

 ÉjGôªdG πª©J PEG ,á«°ùª°ûdG ábÉ£dG øe
 ôªJ Ö«HÉfCG ∫ÓN ôªj âjR ø«î°ùJ ≈∏Y

.´ƒ£≤dG √òg QDƒH óæY
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د خصائص القطع المكافئ،   _ y = -   1 على الصورة القياسية للقطع المكافئ، ثم حدِّ
4
    x  2  + 3x + 6 اكتب المعادلة

ومثّل منحناه بيانيًّا.

á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG  y = -  1 _ 
4
   x  2  + 3x + 6  

 y = -  1 _ 
4
   ( x  2  - 12x) + 6  

™HôªdG πªcCG  y = -  1 _ 
4
   ( x  2  - 12x + 36 - 36) + 6  

-    1 _ 
4
   (-36) = 9  y = -  1 _ 

4
   ( x  2  - 12x + 36) + 9 + 6  

πu∏M  y = -  1 _ 
4
   (x - 6 )  2  + 15  

(-4) Oó©dG »a Üô°VG sºK ,ø«aô£dG øe 15 ìôWG  -4 (y - 15) = (x - 6 )  2  

وهذه هي الصورة القياسية للقطع المكافئ، وبما أن الحد التربيعي هو x ، و c = -1 ، فإن المنحنى مفتوح إلى 
د خصائصه. أسفل. استعمل الصورة القياسية للقطع المكافئ لتحدّ

y = k - c  y = 16 الدليل:   (h, k)  (6, 15) الرأس: 

x = h  x = 6 محور التماثل:   (h, k + c)  (6, 14) البؤرة: 

|4 c|  4 طول الوتر البؤري: 

عيِّن الرأس والبؤرة ومحور التماثل والدليل، والوتر البؤري، ثم ارسم منحنى يمر 
ا بنهايتي الوتر البؤري. يجب أن يكون المنحنى متماثلاً حول محور  بالرأس ويمتد مارًّ

التماثل.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

3 y  2  + 6y + 15 = 12x  (3B   x  2  - 4y + 3 = 7  (3A 

áÄaÉµªdG ´ƒ£≤dG ä’OÉ©e: يمكن استعمال خصائص معينة لتحديد معادلة القطع المكافئ.

اكتب معادلة القطع المكافئ الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا:
البؤرة (4 - ,3) والرأس (4- ,1) .  (a  

 ، (h + c, k) فإن المنحنى مفتوح أفقيًّا؛ لذا فالبؤرة هي ، y بما أن البؤرة والرأس مشتركان في الإحداثي   
وتكون قيمة c هي 2 = 1 - 3 . وبما أن c موجبة فإن المنحنى مفتوح إلى اليمين، ويمكنك تحديد اتجاه 

فتحة القطع، وإيجاد قيمة c من التمثيل البياني مباشرة.
. h, c, k اكتب معادلة القطع المكافئ على الصورة القياسية باستعمال قيم   

=  4c(x - h)(y - k )  2 á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG

=  4(2)(x - 1)[y - (-4) ]  2 c = 2 , h = 1 , k = -4

=  8(x - 1)(y + 4 )  2 § u°ùH

. (y + 4 )  2  = 8(x - 1) أي أن الصورة القياسية للمعادلة هي   

مثِّل بيانيًّا الرأس والبؤرة ومحور التماثل والوتر البؤري، ثم ارسم    
ا بنهايتي الوتر البؤري. يجب أن يكون  منحنى يمر بالرأس ويمتد مارًّ

المنحنى متماثلاً حول محور التماثل.

3 á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG ≈∏Y ÅaÉµªdG ™£≤dG ádOÉ©e áHÉàc

 x OhóM øe É kcôà°ûe kÓeÉY -    1 _ 
4
   êôNCG

y

xO

4

8

12

1284

16
V(6, 15)

F (6, 14)

4 ¬°üFÉ°üN ¢†©H á«eƒ∏©ªH ÅaÉµªdG ™£≤dG ádOÉ©e áHÉàc


 √ÉéJ’G

 IQDƒÑdGh ¢SCGôdG ∑ôà°TG GPEG
 ≈æëæe ¿EÉa , x »KGóME’G »a

 É kMƒàØe ¿ƒµj ÅaÉµªdG ™£≤dG
 ÉeCG .πØ°SCG ≈dEG hCG ≈∏YCG ≈dEG

 »a IQDƒÑdGh ¢SCGôdG ∑ôà°TG GPEG
 ≈æëæªdG ¿EÉa y »KGóME’G

 hCG ø«ª«dG ≈dEG É kMƒàØe ¿ƒµj
.QÉ°ù«dG ≈dEG

y

xO

-8

-4

-12

4

12

V(1, -4)

84
F(3, -4)
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y = 1 الرأس (4 ,2-) والدليل  (b  

بما أن الدليل مستقيم أفقيًّا، فإن المنحنى مفتوح رأسيًّا. وبما أن الدليل يقع تحت الرأس، فإن المنحنى مفتوح    
إلى أعلى.

. c استعمل معادلة الدليل لتجد   

= k - c yπ«dódG ádOÉ©e

= 4 - c 1y = 1 , k = 4

= - c -3.ø«aô£dG øe 4 ìôWG

= c 3. -1 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG

ض قيم h , k , c في الصورة القياسية لمعادلة القطع المكافئ. عوّ   

= 4c( y - k)  ( x - h )  2 á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG

= 4(3)( y - 4)  [ x - (-2) ]  2 h = -2 , k = 4 , c = 3

= 12( y - 4)  ( x + 2 )  2 § u°ùH

طول الوتر البؤري يساوي c| = | 4 × 3| = 12 4| ، والتمثيل البياني كما في    
الشكل المجاور.

البؤرة (1 , 2) والمنحنى مفتوح إلى اليسار ويمر بالنقطة (5 , 2) .  (c  

بما أن المنحنى مفتوح إلى اليسار، لذا فالبؤرة هي (h + c, k) = (1 ,2) ، والرأس (h, k) هو    
.c ؛ لذا استعمل الصورة القياسية لمعادلة القطع المكافئ والنقطة (5 ,2) لتجد(2 - c, 1)

4 c (x - h)(y - k )  2   =á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG

4 c [2 - (2 - c)](5 - 1 )  2   =h = 2 - c , k = 1 , x = 2 , y = 5

4 c ( c)16  =§ u°ùH

 c  2 4  =§ u°ùH

c±2  =ø«aô£dG Óµd »©«HôàdG QòédG ò oN

بما أن المنحنى مفتوح إلى اليسار، فإن قيمة c يجب أن تكون سالبة؛ لذا فإن     
c = -2 ، والرأس هو (1 ,4). 

( y - 1 )   2  = -8( x - 4)

طول الوتر البؤري يساوي c| = |4 × (- 2)| = 8 4| ، والتمثيل البياني كما في    
الشكل المجاور.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

البؤرة (2 ,6-) والرأس (1- ,6-)  (4A 

x = 12 الرأس (2- ,9) والدليل  (4B 

البؤرة (4- ,3-) ، والمنحنى مفتوح إلى أسفل، ويمر بالنقطة (10- ,5) .  (4C 

البؤرة (5 ,1-) ، والمنحنى مفتوح إلى اليمين، ويمر بالنقطة (7- ,8) .  (4D 

ا  يمكن رسم مماسٍ لمنحنى القطع المكافئ عند أي نقطة عليه، وستدرس لاحقً
كيفية تحديد معادلة مماس المنحنى باستعمال التفاضل. ويمكن إيجاد معادلة 

المماس للقطع المكافئ دون استعمال التفاضل. 


 π«dódG

 √ÉéJ’G »a π«dódG ™≤j
 ≈æëæe √ÉéJ’ ¢ùcÉ©ªdG

.ÅaÉµªdG ™£≤dG

y

xO

4

8

16

12

4−4−8

V (-2, 4)

F (-2, 7)

y

xO

-4

-8

8

4

84−4

F (2, 1)

(2, 5)

V (4, 1)

y

O x
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 º«≤à°ùe ƒg ¬°SCGôd IôjÉ¨ªdG P á£≤ædG óæY ÅaÉµªdG ™£≤dG ¢SÉªe
:¿ƒµJ å«ëH ø«©∏°†dG ≥HÉ£àe å∏ãe ´Ó°VCG óMCG …ƒëj

 ø«©∏°†dG óMCG »g IQDƒÑdGh P ø«H á∏°UGƒdG áª«≤à°ùªdG á©£≤dG  •
.ø«≤HÉ£àªdG

 ¢SÉªªdG ™WÉ≤J á£≤fh IQDƒÑdG ø«H á∏°UGƒdG áª«≤à°ùªdG á©£≤dG  •
.»fÉãdG ™∏°†dG »g πKÉªàdG Qƒëe ™e

.P(7, 2) عند النقطة x =  y  2  + 3 اكتب معادلة مماس منحنى القطع المكافئ

dhC’G Iƒ£îdG≈: أوجد إحداثيات الرأس ثم البؤرة. 
المنحنى مفتوح أفقيًّا.

 á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG   x =  y  2  + 3

á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG  1(x - 3) = (y - 0 )  2 

بما أن 4c = 1 فإن c = 0.25 . ويكون الرأس (0 ,3) ، والبؤرة (0 ,3.25) . 
(P ونقطة التماس ، F وهي المسافة بين البؤرة  ) d أوجد :á«fÉãdG Iƒ£îdG

كما يظهر في الشكلين الآتيين  .

xO
F (3.25, 0)

P (7, 2)

y

A

    

d
d

A

P

F

حيث d تمثل طول أحد أضلاع المثلث المتطابق الضلعين.

áaÉ°ùªdG á¨«°U  d =   √ ���������  ( x  2  -  x  1  )  2  + ( y  2  -  y  1  )  2    

( x  2  ,  y  2 ) = (7, 2) h ( x  1  ,  y  1 ) = (3.25, 0)  =   √ ���������  (7 - 3.25 )  2  + (2 - 0 )  2     

§ u°ùH  = 4.25  

وهي نقطة نهاية الضلع الآخر للمثلث المتطابق الضلعين، وتقع على محور التماثل)   ) A أوجد :áãdÉãdG Iƒ£îdG
بما أن d = 4.25 ، وإحداثيات البؤرة هي (0 ,3.25) ، والنقطة A تقع على محور التماثل، فإن الإحداثي x لها يقل عن 
. A = (3.25 - 4.25, 0) = (-1, 0) للبؤرة، لذا  y لها هو نفس الإحداثي  y للبؤرة بمقدار 4.25 ؛ والإحداثي x الإحداثي

á©HGôdG Iƒ£îdG: أوجد معادلة المماس.
تقع النقطتان A, P على مماس منحنى القطع المكافئ. 

π«ªdG á¨«°U  m =   2 - 0 _ 
7 - (-1)

   =   1 _ 
4
   

 á£≤fh π«ªdG á«eƒ∏©ªH º«≤à°ùe ádOÉ©e  y -  y  1  = m(x -  x  1 )  

m =   1 _ 
4
   ,  y  1  = 2 ,  x  1  = 7  y - 2 =   1 _ 

4
  (x - 7 )  

 ™jRƒàdG á«°UÉN  y - 2 =   x _ 
4
   -   7 _ 

4
   

ø«aô£dG ≈dEG 2 ™ªLG  y =   x _ 
4
   +   1 _ 

4
   

 _ y =   x .انظر الشكل 4.1.1
4
   +   1 _ 

4
إذن معادلة المماس لمنحنى x =  y  2  + 3 عند النقطة (2 ,7) هي   

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

x = 5 -   
 y  2 

 _ 
4
   ; (1, -4)  (5B  (y = 4 x  2  + 4; (-1, 8  (5A 

ÅaÉµªdG ™£≤dG ≈æëæe ¢SÉªe 
 ≈æëæe ¢SÉªe ádOÉ©e

 ¢SCGôdG óæY ÅaÉµªdG ™£≤dG
 É kMƒàØe ≈æëæªdG ¿Éc GPEG   -

 ¢SÉªªdG ádOÉ©e ¿EÉa ,É v«≤aCG
 :»g ™£≤dG ¢SCGQ óæY

  x = h

 É kMƒàØe ≈æëæªdG ¿Éc GPEG   -
 ádOÉ©e ¿EÉa ,É v«°SCGQ

 ™£≤dG ¢SCGQ óæY ¢SÉªªdG
 y = k :»g

F

P

�










5ÅaÉµªdG ™£≤dG ≈æëæe ¢SÉªe ádOÉ©e áHÉàc

4.1.1 πµ°ûdG

xO

y

A

P
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د خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كل مما يأتي، ثم مثِّل  حدّ
(1 ∫Éãe) :منحناه بيانيًّا

(x + 1 )  2  = -12( y - 6)    (x - 3 )  2  = 12( y - 7)   

-40(x + 4) = ( y - 9 )  2   ( y - 4 )  2  = 20(x + 2)   

-4( y +2) = (x + 8 )  2   ( y + 5 )  2  = 24(x - 1)   

م بدر لوح تزلُّج مقطعه العرضي على شكل قطع  ètdõJ ìƒd: صمَّ   
مكافئ معادلته x  2  = 8( y − 2)  ، حيث x, y بالأقدام. احسب 

(2 ∫Éãe) المسافة بين بؤرة القطع المكافئ ودليله؟

ا على  ا وراءه أثرً ÜQGƒb: يُبحر قارب في الماء تاركً   
شكل قطع مكافئ يلتقي رأسه مع نهاية القارب. ويمسك 

متزحلق يقف على لوح خشبي عند بؤرة القطع بحبل مثبت 
في القارب. ويمكن تمثيل القطع المكافئ الناتج عن أثر 

القارب بالمعادلة y  2  - 180x + 10y + 565 = 0  ، حيث 
(3 ∫Éãe) .بالأقدام x, y

اكتب معادلة القطع المكافئ على الصورة القياسية.  (a  

ما طول الحبل الذي يمسك به المتزحلق؟  (b  

د  اكتب كل معادلة مما يأتي على الصورة القياسية للقطع المكافئ، ثم حدِّ
(3 ∫Éãe) :خصائصه ومثِّل منحناه بيانيًّا

 y  2  + 33 = -8x - 23    x  2  - 17 = 8y + 39   

60x - 80 = 3 y  2  + 100   3 x  2  + 72 = -72y   

-72 = 2 y  2  - 16y - 20x   -33 =  x  2  - 12y - 6x   

اكتب معادلة القطع المكافئ الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي: 
(4 ∫Éãe)

البؤرة (7- ,9-)  والرأس (4- ,9-).   

البؤرة (3 ,3) والمنحنى مفتوح إلى أعلى، ويمر بالنقطة (18 ,23).   

البؤرة (1- ,2) والرأس (1- ,4-).   

البؤرة (4 ,11) والمنحنى مفتوح إلى اليمين، ويمر بالنقطة (16 ,20).   

البؤرة (2- ,3-) ، والرأس (2- ,1).   

المنحنى مفتوح رأسيًّا ويمر بالنقاط    
.(-12, -14), (0, -2), (6, -5)

البؤرة (4 ,3-) ، والرأس (2 ,3-).   

الرأس (2 ,3-)، محور التماثل y = 2، طول الوتر البؤري 8 وحدات.   

IQÉªY: أُنشئت قنطرة على شكل قطع مكافئ فوق بوابة سور، بحيث    
(4  ∫Éãe) .القطع بؤرة  عند  مصباح  وثبّت  عمودين.  فوق  ارتكزت 

58 ft

13.1 ft

28 ft

اكتب معادلة القطع المكافئ. افترض أن مستو الأرض هو   (a  
.y والعمود الأيسر ينطبق على المحور ، x المحور

مثِّل منحنى القطع المكافئ بيانيًّا.  (b  

اكتب معادلة مماس منحنى كل قطع مكافئ مما يأتي عند النقطة المعطاة:  
(5 ∫Éãe)

 (x + 7 )  2  = -   1 _ 
2
   ( y - 3) ; (-5, -5)   

  y  2  =   1 _ 
5
   (x - 4) ; (24 , 2)   

  (x + 6 )  2  = 3 ( y - 2) ; (0 , 14)   
-4x = ( y + 5 )  2  ; (0, -5)   

د اتجاه فتحة منحنى القطع المكافئ في كل حالة مما يأتي: حدّ

c = -2 َو  y = 4 الدليل   

 y  2  = -8(x - 6) المعادلة هي   

الرأس (1 ,5-) والبؤرة (3 ,5-)   

x = 1 البؤرة (10 ,7) والدليل   

Qƒ°ùL: يأخذ القوس أسفل الجسر شكل قطع مكافئ. وتبلغ المسافة    
بين البرجين الواقعين على طرفي القوس ft 208 ، وارتفاع كل منهما 

.60 ft 80. وتبلغ المسافة من قمة القوس إلى سطح الماء ft

208 ft

86.4 ft

60 ft80 ft

y y

ا أن مسار الطريق على  اكتب معادلة تمثّل شكل القوس مفترضً  (a  
الجسر يمثِّل المحور x ، والمحور المار بقمة القوس والعمودي 

.y هو المحور x على المحور

توجد دعامتان رأسيتان للقوس تبعدان المسافة نفسها عن رأس   (b  
ح في الشكل. أوجد طول كل منهما إذا  القوس كما هو موضّ

.86.4 ft كانت المسافة بينهما



2( 1(
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20(
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23(

24(
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28(
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اكتب معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته F ، في كلٍّ مما يأتي:
    y

xO

8

4

−4

−8

4 8 12 16
F (1, 0)

  

y

xO−4−8

8

12

4

4 8

F (0, 3)

  

   IOó©àe äÓ«ãªJ: ستكشف في هذه المسألة تغير شكل 
ا لتغير موقع البؤرة. القطع المكافئ تبعً

É: أوجد البعد بين الرأس والبؤرة لكل قطع مكافئ  v«``°Só`æ`g  (a  
مما يأتي:

(iii   (ii   (i  

Év`«`fÉ`«`H: مثِّل منحنى كل قطع مكافئ في الفرع a بيانيًّا   (b  
باستعمال لون مختلف لكل منها. ثم عيِّن بؤرة كل منها.

É: صف العلاقة بين شكل القطع المكافئ والمسافة بين  v«`¶`Ø`d  (c  
الرأس والبؤرة.

É: اكتب معادلة قطع مكافئ يشترك في الرأس مع  v«∏`«``∏`ë`J  (d  
القطع المكافئ الذي معادلته 2  = 20(y + 7)  ( x + 1) ولكنّه 

ا. أقل اتساعً

ن تخمينًا حول منحنى كل قطع مكافئ مما يأتي:  É كوّ v«∏`«``∏`ë`J  (e  

 x  2  = -2( y + 1) ,  x  2  =-12( y + 1) ,  x  2  = -5( y + 1)
ق من تخمينك بتمثيل منحنى كل منها بيانيًّا. ثم تحقّ


CÉ£îdG ∞°ûàcG: مثّلت صفيّة وميمونة المنحنى     

x  2  + 6x - 4y + 9 = 0 بيانيًّا كما هو موضح أدناه. 
ر تبريرك. فأي التمثيلين صحيح؟ فسّ

y

xO



(-3, 1)

y = -1  

y

xO



y = 1
(-3, -1)

ôjôÑJ: أي النقاط على منحنى القطع المكافئ هي الأقرب إلى    
ر تبريرك. البؤرة. فسّ

د دون استعمال الرسم أي أرباع المستو الإحداثي  ôjôÑJ: حدّ   
 . (y - 5 )  2  = -8(x + 2) لا توجد فيه نقاط يمر بها منحنى القطع

ر تبريرك. فسِّ

: تُعطى مساحة المقطع  xóëJ   
المظلل في الشكل المجاور بالمعادلة 

 _ A =   4 . أوجد معادلة القطع 
3
   x y

المكافئ إذا كانت مساحة المقطع 
 (2 y) 2.4 وحدة مربعة، وعرضه

يساوي 3 وحدات. 

د اتجاه فتحة منحنى القطع المكافئ إذا  ÖàcG: اشرح كيف تحدّ   

أُعطيت إحداثيات بؤرته ورأسه.



(2 - 3 ¢SQódG) :أوجد قيمة كل عبارة مما يأتي

lo g  3  2 7  x   lo g  4  1 6  x   lo g  16  4   

لَّ كل معادلة أو متباينة مما يأتي، ثم تحقق من صحة حلك.   حُ
(2 - 2 , 2 - 5 ¿É°SQódG)

 8   2 x - 1  =  2   (  1 _ 
16

  )   
-   1 _ 

2
  
   

 log   3  (-x) +  log   3  (6 - x) = 3   

 log   3  x ≤ -3   

(1 - 1 ¢SQódG) :أوجد كلاًّ مما يأتي إذا كان   

h(x) = 16 -   12 _ 
2 x + 3

    

h(-3)  (a  

h(6 x)  (b  

h(10 - 2 c)  (c  

 _ sin θ cos θ  =   1 ، فأوجد sin θ + cos θ ، حيث θ زاوية 
2
إذا كان      

(3 - 1 ¢SQódG) .في الربع الأول



  x     تساوي
  3 _ 
2
  
  ·  x  

  1 _ 
2
  
  _ 

 x  
  1 _ 
2
  
 

ا موجبًا، فإن        إذا كان x عددً

  √ �  x  5    D   x  
  3 _ 
4
  
  C    √ �  x  3    B   x  

-   1 _ 
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الüسورI ال≥»��س»ة لO�©ªلة ال≥ط™ الن�übس:  
افتـرض أن P(x, y) نقطـة علـى منحنـى القطـع الناقـص الـذي مركـزه

C(h, k)  ومحوره الأكبر أفقي، وإحداثيات بؤرتيه ورؤوسـه موضّحة في 
الشـكل المجاور. وباسـتعمال تعريف القطع الناقص، فإن مجموع بعدي 
. P F  1  + P F  2  = 2a أي نقطة على المنحنى عن البؤرتين ثابت، لذا فإن

j�©J P  F  1  + P F  2  = 2a∞ ����™ ������س

�a��ùª�� �¨«�U   √   [x - (h - c) ]  2  + (y - k )  2    +   √   [x - (h + c )]  2  + (y -  k)  2    = 2a

™«ªéà�� ºK  ™jR�à�� �«�U�N   √   [(x - h) + c ]  2  + (y - k )  2    +   √   [(x - h) -  c]  2  + (y -  k)  2    = 2a

ì�W�   √   [(x - h) - c ]  2  + (y - k )  2    = 2a -   √   [(x - h) +  c]  2  + (y - k )  2   

 ™H�e ∑�µØe �L�C� ºK ,ø«a���� ™uHر
øj�M ø«H )¥�Ø�� �C�( ��ªée

 (x -  h)  2  - 2c (x - h) +  c  2  + (y -  k)  2  =  4  a  2  - 4 a   √   [(x - h) + c ]  2  + (y - k )  2    +
 (x - h)  2  + 2c(x - h) +  c  2  + (y - k  )  2 

§ u�ùH 4a  √   [(x - h) + c ]  2  + (y - k )  2    = 4  a  2  + 4c(x - h)

4 ≈∏Y ø«a���� Óc º�ù�� a   √    [(x - h) + c]  2  + (y - k )  2    =  a  2  + c(x - h)

ø«a���� ™uHر    a  2 [(x - h )  2  + 2c (x - h) +  c  2  + (y - k )  2 ] =  a  4  + 2 a  2 c(x - h) +  c  2 (x -  h)  2 

™jR�à�� �«�U�N   a  2 (x - h )  2  + 2 a  2 c (x - h) +  a  2  c  2  +  a  2 (y -  k)  2  =  a  4  + 2 a  2 c(x - h) +  c  2 (x - h )  2 

§ u�ùH   a  2 (x - h )  2  -  c  2 (x - h )  2  +  a  2 (y - k )  2  =  a  4  -  a  2  c  2 

 a  2  -  c  2  =  b  2   b  2 (x - h )  2  +  a  2 (y - k )  2   =  a  2  b  2 

  a  2  b  2   ≈∏Y ø«a���� º�ù��    
(x - h )  2 

 _ 
 a  2 

   +   
(y - k )  2 

 _ 
 b  2 

   = 1

 2  (x -  h) ، ويكون 
 _ 

 a  2 
   +   

(y -  k)  2 
 _ 

 b  2 
الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص الذي مركزه (h, k) ، حيث a > b ، هي   1 =   

 2  (x -  h)  يكون المحور الأكبر رأسيًّا.
 _ 

 b  2 
   +   

(y - k )  2 
 _ 

 a  2  
   = المحور الأكبر عندها أفقيًّا، وفي الصورة القياسية   1

الO�©ªلة a« الüسورI ال≥»��س»ة: 

  (x - h )  2 
 _ 

 a  2 
   + 

(y - k)2

b2  = 1

C

y

xO

FF VV1 1 2 2

»�aC� �ÑcC’� ر�ëª�� :√�éا’ت
(h, k) :õركªال

(h ± c, k) :¿�رتDالبو
(h ± a, k) :¿�الراأ�س

(h, k ± b) :¿�≤aراªالراأ�س�¿ ال
2 a = ¬��W� y = k :حور ا’أكبرªال

2 b = ¬��W� x = h :س¨رUحور ا’أªال
 �C�  c  2  =  a  2  -  b  2       : a, b, c ø«H ةbÓ©ال

c =   √   a  2  -  b  2   
2C :…رDو∫ الب©د البوW

الO�©ªلة a« الüسورI ال≥»��س»ة:

  (x -  h)  2 
 _ 

 b  2 
   +   

(y - k )  2 
 _ 

 a  2 
   = 1

C

F

F

V

y

xO

V1

1

2

2

»��C�ر �ÑcC’� ر�ëª�� :√�éا’ت
(h, k) :õركªال

(h, k ± c) :¿�رتDالبو
(h, k ± a) :¿�الراأ�س

(h ± b, k) :¿�≤aراªالراأ�س�¿ ال
2 a = ¬��W� x = h :حور ا’أكبرªال

2 b = ¬��W� y = k :س¨رUحور ا’أªال
 �C�  c  2  =  a  2  -  b  2        : a, b, c ø«H ةbÓ©ال

c =   √   a  2  -  b  2   
2C :…رDو∫ الب©د البوW 

C(h, k)
(h - a, k) (h + a, k)

(h, k - b)

(h, k + b)
P(x , y)

y

O xF1(h - c, k)
F2(h + c, k)

 سüb�س ال≥ط™ النüF�سüN
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FF VV1 1 2 2
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د خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا: حدِّ

  (x -  3)  2 
 _ 

36
   +   

(y + 1 )  2 
 _ 

9
   = 1  (a  

المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية، حيث   

 .  h = 3, k = -1, a =   √  36   = 6, b =   √  9   = 3, c =   √  36 - 9   =   √  27  = 3  √  3  
استعمل هذه القيم؛ لتحديد خصائص القطع الناقص.

a  2   ≈∏Y � ke��ù�e   (x - h)  2 أفقي   الاتجاه:    

(h, k) المركز:  (1- ,3)     

(h ± c, k)   (3 ± 3  √  3  , -1) البؤرتان:    

(h ± a, k)  (9, -1) (1- ,3-) و الرأسان:    

(h, k ± b) (4- ,3) و (2 ,3)    الرأسان المرافقان:    

2a �ÑcC’� ر�ëª�� ∫�W , y = k  12 وطوله ،y = -1   :المحور الأكبر   

2b �¨�UC’� ر�ëª�� ∫�W , x = h المحور الأصغر:  x = 3، وطوله 6     

   عيّن المركز والرؤوس والبؤرتين والمحورين، ثم ارسم منحنى يمر بالرؤوس 
ويكون متماثلاً حول المحورين الأكبر والأصغر.

 

 
4 x  2  +  y  2  - 24x + 4y + 24 = 0  (b  

اكتب المعادلة على الصورة القياسية أولًا.   

   4 x  2  +  y  2  - 24x + 4y + 24 = 0  �«∏�UC’� ��O�©ª��

   (4 x  2  − 24x) + ( y  2  + 4y) = -24�¡H��ûàª�� O��ë�� ™ uªL

   4( x  2  − 6x) + ( y  2  + 4y) = -24πu∏M

  4( x  2  - 6x + 9) + ( y  2  + 4y + 4) = -24 + 4(9) + 4 ø«©H�ª�� π uªc

   4(x - 3 )  2  + ( y +  2)  2  = 16 § u�ùH� πu∏M

     
(x - 3 )  2 

 _ 
4
   +   

(y + 2 )  2 
 _ 

16
   = 1 16 ≈∏Y ø«a���� º�ù��

المعادلة الآن مكتوبة على الصورة القياسية، حيث:   

 . h = 3 , k = -2 , a =   √  16   = 4 , b =   √  4   = 2 , c =   √  16 - 4   =   √  12   = 2   √  3  
استعمل هذه القيم لتحديد خصائص القطع الناقص.

a  2   ≈∏Y � ke��ù�e (y - k)  2  الاتجاه:  رأسي   

(h, k) المركز:  (2- ,3)    

(h, k ± c)  (3, -2 ± 2  √  3  )  :البؤرتان   

(h, k ± a) الرأسان:  (6- ,3) و  (2 ,3)    

(h ± b, k) الرأسان المرافقان:  (2- ,5) و  (2- ,1)    

2a �ÑcC’� ر�ëª�� ∫�W , x = h المحور الأكبر:    x = 3 ، وطوله 8    

2b �¨�UC’� ر�ëª�� ∫�W , y = k المحور الأصغر:  y = -2 ، وطوله 4    

عيّن المركز والرؤوس والبؤرتين والمحورين، واستعن ببعض النقاط الأخرى    
التي تحقق معادلة القطع الناقص، ثم ارسم منحنى يمر بالرؤوس ويكون 

متماثلاً حول المحورين الأكبر والأصغر.
  

∂ª¡a øتح≥≤ م

 x  2  + 4 y  2  + 4x - 40y + 103 = 0  (1B    
(x - 6 )  2 

 _ 
9
   +   

(y + 3 )  2 
 _ 

16
   = 1  (1A 

1� v«f�«H √�منحن π«ãªتh سüb�س ال≥ط™ النüF�سüN تحديد 
اEتé�√ ال≥ط™ الن�übس 

 � ke��ù�e   (x - h)  2 ¿�c �PE�
 �«���«��� Iر����� »a  a   2  ≈∏Y

�O�©ª�� ����™ ������س, 
 ¿�µj �ÑcC’� ر�ëª�� ¿E�a

 (y - k )  2  ¿�c �PE� �eC� ,� v«�aC�
� ëª�� ¿E�a  a  2  ≈∏Y�ر  ke��ù�e

  å«M ,� v«��C�ر ¿�µj �ÑcC’�
.� kª��O a  2  >  b  2 

y

xO

−4

−8

−4

8

4

4 8 12

(3, 2)

(9, -1)
(3, -4)

(-3, -1)

y

xO

(5, -2)

(3, -6)

(1, -2)

(3, 2)
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لكتابة معادلة القطع الناقص على الصورة القياسية، إذا علمت بعض خصائصه، فإنك تحتاج إلى استعمال بعض الصيغ 
الرياضية مثل صيغة نقطة المنتصف.

اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي:
الرأسان (8- ,6-) , (2 ,6-) ، والرأسان المرافقان (3- ,9-) , (3- ,3-).  (a  

. a , b استعمل المحور الأكبر والمحور الأصغر لتحديد   

�¨�UC’� ر�ëª�� ∫�W ∞��f  �ÑcC’� ر�ëª�� ∫�W ∞��f   

  1 _ 
2
   =   

 
 √    (-3+9)  2  +  (-3+3)  2    = 3    1 _ 

2
   =   

 
 √    (-6+6)  2  +  (2+8)  2    = 5    

مركز القطع الناقص هو منتصف المحور الأكبر .   

 ∞��à�ª�� ���f �¨«�U   (h, k) =  (   
-6 + (-6)

 _ 
2
  ,   

2 + (-8)
 _ 

2
  )    

§ u�ùH   = (-6, -3)   
وبما أن الإحداثيين x لنهايتي المحور الأكبر متساويان، فإن المحور الأكبر رأسي، ومعادلة القطع الناقص هي:   

 2  (y  + 3)    . والتمثيل البياني لمنحناه كما في الشكل 4.2.1 .
 _ 

25
   +   

 (x + 6)  2 
 _ 

9
   = 1   

الرأسان (4 ,6) , (4 ,4 -) ، والبؤرتان (4 ,4) , (4 ,2-) .  (b  

طول المحور الأكبر a 2 ، وهي المسافة بين الرأسين.   

 �a��ùª�� �¨«�U   2 a =   √   (-4 -  6)  2  + (4 - 4 )  2      

§ u�ùH  a = 5    
:2 c المسافة بين البؤرتين هي   

�a��ùª�� �¨«�U  2 c =   √   (-2 -  4)  2  + (4 - 4 )  2      

§ u�ùH  c = 3   
. b أوجد قيمة   

a, b, c ø«H ��Ó©��   c  2  =  a  2  -  b  2    

a = 5 , c = 3   3  2  =  5  2  -  b  2    

§ u�ùH  b = 4   
وبما أن الرأسين على بعدين متساويين من المركز، فإن إحداثيي المركز هما:   

 ∞��à�ª�� ���f �¨«�U  (h, k) =  (  -4 + 6 _ 
2
   ,   4 + 4 _ 

2
  )     

§ u�ùH    = (1, 4)   
وبما أن الإحداثيين y لنهايتي المحور الأكبر متساويان، فإن المحور الأكبر أفقي، ومعادلة القطع الناقص هي:   

 2  ( x - 1)    والتمثيل البياني لمنحناه كما في الشكل 4.2.2 .
 _ 

25
   +   

(y - 4 )  2 
 _ 

16
   = 1

∂ª¡a øتح≥≤ م
البؤرتان (3 ,7-) , (3 ,19) ، وطول المحور الأكبر 30 وحدة.  (2A 

الرأسان (8 ,2-) , (4- ,2-) ، وطول المحور الأصغر 10 وحدة.  (2B 

الاختلاف المركزي للقطع الناقص هو نسبة c إلى a . و تقع هذه القيمة دائمًا بين 0 و 1 ، وتحدّد مدى "دائرية" أو 
"اتساع" القطع الناقص.

 ¿E�a ,   c  2  =  a  2  -  b  2 å«M ,    (x - h )  2 
 _ 

 b  2 
   +   

(y -  k)  2 
 _ 

 a  2 
   = 1 �C�     (x - h)  2 

 _ 
 a  2 

   +   
(y -  k)  2 

 _ 
 b  2 

’f ™�� …C���س 1 =   

. e =   c _ a   �¨«����H ≈�©oj …õc�ª�� ±ÓàN’�

2¬سüF�سüN س†©H âª∏ oY اPEس اüb�لة ال≥ط™ النO�©ة مH�كت 
 √�éا’ت

 ™���� »��C��� ¿�c �PE�
 ,¬�ùØf y »K��ME’� س������

 ¿�µj �ÑcC’� ر�ëª�� ¿E�a
 »K��ME’� �ª¡� ¿�c �PE�� ,� v«�aC�

 �ÑcC’� ر�ëª�� ¿E�a ,¬�ùØf x
.�v«��C�ر ¿�µj

4.2.1 πµال�س

y

xO

(-6, -8)

(-9, -3)

(-6, 2)

(-3, -3)

4.2.2 πµال�س

y

xO

(-4, 4)

(-2, 4) (4, 4)

(6, 4)

 …õركªال ±ÓتN’ا
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تمثّل القيمة c المسافة بين إحدى البؤرتين ومركز القطع الناقص. وعندما تقترب البؤرتان كل منهما من الأخرى، فإن 
كلاًّ من قيمتي e , c تقترب من صفر. وعندما تصل قيمة الاختلاف المركزي إلى صفر، يصبح القطع الناقص دائرة، 

وتكون قيمة كل من a , b مساويةً لطول نصف قطر الدائرة.

a = b = r

c = 0
e = 0  

a
c

e = 0.32
 

a
c

e = 0.71

 

a
c

e = 0.94

.    (x - 6 )  2 
 _ 

100
   +   

(y + 1 )  2 
 _ 

9
حدّد الاختلاف المركزي للقطع الناقص 1 =   

. c أولًا: نحدد قيمة

a , b , c ø«H ��Ó©��   c  2  =  a  2  -  b  2   

 a  2  = 100 ,  b  2  = 9   c  2  = 100 - 9  

§ u�ùH  c =   √  91   

نستعمل قيمتي a , c لنجد الاختلاف المركزي.
 …õc�ª�� ±ÓàN’� �¨«�U  e =   c _ a   

a = 10 , c =   √  91   e =     
√  91  

 _ 
10

   ≈ 0.95 

الاختلاف المركزي للقطع الناقص يساوي 0.95 تقريبًا، لذا سيظهر منحنى القطع الناقص متسعًا كما في الشكل 4.2.3.
∂ª¡a øتح≥≤ م

حدّد الاختلاف المركزي للقطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي:

  
(x - 4 )  2 

 _ 
19

   +   
(y + 7 )  2 

 _ 
17

   = 1  (3B     x  2  _ 
18

   +   
(y +  8)  2 

 _ 
48

   = 1  (3A 

üHسري�ä: يمكن تمثيل شكل عين بقطع ناقص ثلاثي الأبعاد. حيث إن الاختلاف المركزي للقطع الناقص الذي 
ا بالبؤبؤ يساوي 0.28. فإذا كان عمق العين يساوي mm 25 تقريبًا، يمثِّل المقطع العرضي المنصّف للعين مارًّ

فما الارتفاع التقريبي لها؟

. c استعمل الاختلاف المركزي لتحديد قيمة
 …õc�ª�� ±ÓàN’� ∞j�©J  e =   c _ a    

e = 0.28 , a = 12.5  0.28 =   c _ 
12.5

    

Ü��V�  c = 3.5  

. b لتحديد قيمة c و a استعمل قيم
a , b , c ø«H ��Ó©��   c  2  =  a  2  -  b  2   

c = 3.5 , a = 12.5   3 .5  2  = 1 2.5  2  -  b  2  

 § u�ùH  b = 12  

بما أن قيمة b هي 12 فإن ارتفاع العين 2b ، ويساوي mm 24 تقريبًا .
∂ª¡a øتح≥≤ م

الاختلاف المركزي لعين مصابة بقصر النظر هو 0.39 . فإذا كان عمق العين mm 25 ، فما ارتفاعها؟   (4  

3 سüb�ل∏≥ط™ الن …õركªال ±ÓتN’تحديد ا

4.2.3 πµال�س

y

xO

-4

-8

4

4

8

6 8 10

44 …õركªال ±ÓتN’ا ∫�ª©ا�ست

2b

25 mm

aن»و ال©»و¿ 
 Ω�∏HO ≈∏Y ¿�∏�U�M ¿�«©�� �«�a

 A�ÑWC’ øj�Y��ùe ¿�∏ª©j� ,س���îàe
��©»�¿ î�ûà�� »a»�س ��»��س ���¶�, 

V��eC� ä��U�ëa »a ¿��Y��ùj �ªcس 
.¿�«©��
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م©�Oلة الداFرI: يمكن التوصل إلى معادلة الدائرة باستعمال الاختلاف المركزي للقطع الناقص.

= 1  
 (x - h)  2 

 _ 
 a  2 

   +   
 (y - k)  2 

 _ 
 b  2 

O�©e�� ����™ ������س  

= 1  
 (x - h)  2 

 _ 
 a  2 

   +   
 (y - k)  2 

 _ 
 a  2 

  e = 0 �e��Y a = b

=  a  2  (x - h)  2  +  (y - k)  2 . a  2   »a ø«a���� Óc Ü��V�

=  r  2  (x - h)  2  +  (y - k)  2 I������ ��� ∞��f a

:»g r �g��� ∞��f� (h , k) �gõc�e »à�� I������ ��O�©ª� �«���«��� Iر�����
(x - h )  2  + (y - k )  2  =  r  2 

يمكنك استعمال الصورة القياسية لمعادلة الدائرة لكتابة معادلة دائرة إذا علمت المركز ونصف القطر.

اكتب معادلة الدائرة التي مركزها (2 ,1-) وقطرها 8 .

 r   2  (x - h)  2  +  ( y - k)  2  =I������ ��O�©ª� �«���«��� Iر�����

 4   2 (x - (-1) )   2  + ( y - 2 )  2  =(h, k) = (-1, 2), r =   8 _ 
2
   = 4

16(x + 1 )   2  + ( y - 2 )  2  =§ u�ùH

∂ª¡a øتح≥≤ م
المركز (0 ,5) ، والقطر 10  (5B المركز (0 ,0) ، ونصف القطر 3   (5A 

اكتب معادلة الدائرة إذا كان طرفا قطر فيها (8- , 1-) , (6 ,7) .
أوجد المركز.  :1 Iالخطو

∞��à�ª�� ���f �¨«�U (h, k) =  (  
 x  1  +  x  2 

 _ 
2
   ,   

 y  1  +  y  2 
 _ 

2
  ) 

( x  1  ,  y  1 ) = (7, 6), ( x  2  ,  y  2 ) = (-1, -8) =  (  7 + (-1)
 _ 

2
   ,   6 + (-8)

 _ 
2
  ) 

™ªL� =  (  6 _ 
2
   ,   -2 _ 

2
  ) 

§ u�ùH = (3 , -1)  
أوجد طول نصف القطر.  :2 Iالخطو

ø«à��f ø«H �a��ùª�� �¨«�U r =   √   (x2 - x1)2 + (y2 - y1)2  

(x1 , y1) = (7, 6), (x2 , y2) = (3, -1) =   √   (3 - 7)2 + (-1 - 6)2  

ì�W� =   √   (-4)2 + (-7)2  

§ u�ùH =   √  65  
 

إن طول نصف القطر للدائرة هو    65 √   وحدة، لذا فإن r 2 = 65 . عوّض عن h , k , r 2 في الصورة القياسية 
.(x - 3)2 + (y + 1)2 = 65 لمعادلة الدائرة لتجد أن معادلة الدائرة هي

∂ª¡a øتح≥≤ م
أوجد معادلة دائرة، إذا كان طرفا قطر فيها (5 ,1) , (3- ,3).  )6 

 IرFلة الداO�©ªال≥»��س»ة ل Iسورüال

5¿�طره� م©∏ومbh �هõمرك IرFاO لةO�©ة مH�كت

6¿�م©∏وم �¡«a طرb �aرW IرFاO لةO�©ة مH�كت
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حدد خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي، ثم مثِّل 
)1 ∫�ãe( .منحناه بيانيًّا

  
(x + 2 )  2 

 _ 
9
   +   

 y  2 
 _ 

49
   = 1   

  
(x + 4 )  2 

 _ 
9
   +   

(y + 3 )  2 
 _ 

4
   = 1   

 x  2  + 9 y  2  - 14x + 36y + 49 = 0   

4 x  2  +  y  2  - 64x - 12y + 276 = 0   

اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي: 
)2 ∫�ãe(

الرأسان (3- ,13) ,(3- ,7-) ، والبؤرتان (3- ,11) ,(3- ,5-)   

الرأسان (9- ,4) ,(3 ,4) ، وطول المحور الأصغر 8 وحدات.   

إحداثيات نهايتي المحور الأكبر (2 ,1) , (2 ,13-) ،   
وإحداثيات نهايتي المحور الأصغر (0 ,6-) , (4 ,6-) .

البؤرتان (3- ,6-) ,(9 ,6-) ، وطول المحور الأكبر 20 وحدة.   

الرأسان المرافقان ( 7 ,3-) ,( 7 ,13-) ، وطول المحور الأكبر    
16 وحدة.

حدّد الاختلاف المركزي للقطع الناقص المعطاة معادلته في كل ما يأتي:  
)3 ∫�ãe(

  
(x +  5)  2 

 _ 
72

   +   
(y -  3)  2 

 _ 
54

   = 1   

  
(x +  6)  2 

 _ 40   +   
(y -  2)  2 

 _ 
12

   = 1   

  
(x -  8)  2 

 _ 
14

   +   
(y + 3 )  2 

 _ 
57

   = 1   

  
(x + 8 )  2 

 _ 27   +   
(y -  7)  2 

 _ 
33

   = 1   

�سب�¥: يوضّح الشكل    
المجاور مضمار سباق على 

شكل قطع ناقص اختلافه 
)4 ∫�ãe( . 0.75 المركزي

ما أقصى عرض w لمضمار السباق؟  (a  

اكتب معادلة القطع الناقص إذا كانت نقطة الأصل هي مركز   (b  
المضمار.

اكتب معادلة الدائرة التي تحقّق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي، ثم 
 )5 ∫�ãe( .مثّل منحناها بيانيًّا

المركز (0 ,3) ، و نصف القطر 2.   

المركز (3- ,4-) ، والقطر 12 .   

المركز هو نقطة الأصل، ونصف القطر 7 .   

 )6 ∫�ãe( :اكتب معادلة الدائرة المعطى طرفا قطر فيها في كل مما يأتي

(2, 1) , (2, -4)  18)  

(-4, -10) , (4, -10)  19)  

(5, -7) , (-2, -9)  20)  

(-6, 4) , (4, 8)  21)  

م©�ä’O: استنتج الصورة العامة لمعادلة القطع الناقص الذي    
محوره الأكبر رأسي، ومركزه نقطة الأصل.

   بالرجوع إلى فقرة "لماذا؟" في بداية 
الدرس، أجب عما يأتي:

أوجد طول المحور الأصغر لمدار   (a  
كوكب عطارد.

أوجد الاختلاف المركزي للمدار.  (b  

أوجد المركز والبؤرتين والرأسين لكل قطع 
ناقص مما يأتي:

  
(x + 5 ) 2 

 _ 
16

   +   
 y  2 

 _ 
7
   = 1   

9 y  2  - 18y + 25 x  2  + 100x - 116 = 0   

65 x  2  + 16 y  2  + 130x - 975 = 0   

Tس�حن�ä: تستعمل في شاحنات نقل السوائل خزانات مقطعها    
العرضي على شكل قطع ناقص؛ لأنها أكثر ثباتًا من الخزانات 

الأسطوانية، ويكون السائل فيها أقل حركة.

4.2 ft

6.8 ft

ارسم المقطع العرضي لخزان الشاحنة أعلاه على مستوى إحداثي.  (a  

اكتب معادلة تمثل شكل المقطع العرضي للخزان.  (b  

أوجد الاختلاف المركزي للقطع الناقص الذي يمثِّل المقطع   (c  
العرضي للخزان.

اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي:
3 _ 
5
الرأسان (0 ,10) , (0 ,10-) والاختلاف المركزي        

. 4 _ 
5
الرأسان المرافقان (1 ,6) , (1 ,0) ، والاختلاف المركزي        

، (2, -4 + 2  √  5  ) المركز (4- , 2) وإحدى البؤرتين   

. √  5  
 _ 

3
والاختلاف المركزي      



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

13)

1000 ft

w

14)

15)

16)

17)

22)

43.4 28.5



y

x

23)

24)

25)

26)

27)

28)

29)

30)
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الوتر البؤري للقطع الناقص    
هو قطعة مستقيمة تمر بإحدى 

البؤرتين، وتعامد المحور 
الأكبر، ويقع طرفاها على 

منحنى القطع. ويساوي 
 a 2   وحدة، حيث b  2  _ a   طولها

نصف طول المحور الأكبر، 
b نصف طول المحور الأصغر.

اكتب معادلة قطع ناقص أفقي مركزه (2 ,3) ، وطول محوره الأكبر    
16 وحدة، وطول وتره البؤري 12 وحدة.

هند�سة: تتقاطع المستقيمات     
ل مثلثًا.  x - 5y = -3, 2x + 3y = 7 , 4x - 7y = 27 لتشكِّ

اكتب معادلة الدائرة التي تمر برؤوس المثلث.

اكتب الصورة القياسية لمعادلة الدائرة التي تمرّ بالنقاط المعطاة في كل 
مما يأتي:

(1, -11), (-3, -7), (5, -7 )    (2, 3), (8, 3), (5, 6)   

(7, 4), (-1, 12), (-9, 4)    (0, 9), (0, 3), (-3, 6)   


اكت�سف الخط�أ: مثَّل خالد وياسر بيانيًّا القطع الناقص الذي مركزه    

(3 ,1-)، وطول محوره الأكبر 8 وحدات، وطول محوره الأصغر 
4 وحدات، كما في الشكلين أدناه. هل إجابة أي منهما صحيحة؟

y

xO

(-1, 3)



   

y

xO

(-1, 3)



تبرير: حدّد ما إذا كان للقطعين الناقصين     

 x  2 ، حيث r > 0 ، البؤرة 
 _ p   +    y  2 

 _ p + r   = 1 ,    x  2  _ p + r   +    y  2 
 _ p   = 1   

ح إجابتك. نفسها. وضِّ

  x  2 
 _ 

 a  2 
   +    y  2 

 _ 
 b  2 

: تُعطى المساحة داخل القطع الناقص الذي معادلته    1 =    تحدٍّ

بالصيغة A = πab . اكتب معادلة القطع الناقص المعطى خصائصه في 
كل مما يأتي:

b + a = 12, A = 35π   

a - b = 5, A = 24π   

م�س�ألة مفتوحة: إذا كانت معادلة دائرة هي    
 2  + ( y -   k)  2  =  r  2  (  x - h) حيث h > 0 , k < 0 ، فأوجد مجال 

الدائرة مدعمًا إجابتك بمثال جبري، وآخر بياني.

اكتب: اشرح لماذا يقترب شكل القطع الناقص من شكل الدائرة    
. b من قيمة a عندما تقترب قيمة



حدد خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كل مما يأتي:  
)���ر�س 4-1 (

y = -2 x  2  + 5 x - 10    y = 3 x  2  - 24 x + 50   

x = 5 y  2  - 10 y + 9   

  . 0 ≤ θ ≤ 2 π جميعها، حيث θ حُلَّ كل معادلة مما يأتي لقيم
)���ر�س 5- 3(

sin θ = cos θ   

sin θ = 1 + cos θ   

2 si n  2  x + 3 sin x + 1 = 0   

د مجالها.   أوجد الدالة العكسية  f    -1   إن أمكن لكل دالة مما يأتي، ثم حدِّ
)���ر�س 7- 1(

f (x) =   x - 2 _ 
x + 3

    

f (x) =   √  5 - x    

f (x) =   √    x  2  - 9    

د مداها. )���ر�س 2-1(  _ g(x) = -   (  1 بيانيًّا، وحدِّ
3
  )   

x
مثّل الدالة 3 +     



تبعد النقطة K مسافة 10 وحدات عن مركز دائرة M ، نصف قطرها    
6 وحدات. فإذا رسم مماس من K إلى الدائرة، فما المسافة من K إلى 

نقطة التماس؟
2  √  34   D  10  C  8  B  6  A  

يريد حسام أن يصنع لعبة لوحة السهام على شكل قطع ناقص أفقي.    
أبعادُ اللوحة 27 بوصة و 15 بوصة. أي المعادلات الآتية يجب أن 

يستعملها لرسم اللعبة؟

   y  2 
 _ 56.25   +    x  

2
 
 _ 

182.25
   = 1  C     y  2 

 _ 13.5   +    x  2 
 _ 

7.5
   = 1  A  

   y  2 
 _ 7.5   +    x  2 

 _ 
13.5

   = 1  D     y  2 
 _ 182.25   +    x  2 

 _ 
56.25

   = 1  B  

y

xO





F1 F2

31)

32)

34) 33)

36) 35)

37)

38)

y

O x

A=π abb

a-a

-b

39)

40)

41)

42)

44) 43)

45)

46)

47)

48)

49)

50)

51)
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اكتب معادلة كل من القطعين المكافئين المعطاة بعض خصائصهما فيما 
( 4 -1 ¢SQódG) :يأتي، ثم مثّل منحنييهما بيانيًّا

البؤرة (5 ,1)، الرأس  (3 ,1)   

البؤرة ( 7- ,5)، الرأس ( 7- ,1)   

Oó©àe øe QÉ«àNG: أي القطوع المكافئة الممثَّلة بيانيًّا أدناه فيه بُعد    
( 4 -1 ¢SQódG) البؤرة عن الرأس هو الأكبر؟

 C   A  
    

D   B  

    

º«ª°üJ: اكتب معادلة قطع مكافئ تمثِّل شكل سلك تثبيت الجسر    
الموضح في الشكل أدناه. افترض أن نقطة الأصل تقع عند أدنى 

 (4-1 ¢SQódG) .نقطة على السلك

500 m

200 m

مثّل منحنى القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي بيانيًّا:  
(4 -2 ¢SQódG)

  
(x + 4 ) 2 

 _ 
81

   +   
(y +  2) 2 

 _ 
16

   = 1   

  
(x -  3) 2 

 _ 
4
   +   

(y -  6) 2 
 _ 

36
   = 1   

اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما 
( 4 -2 ¢SQódG) :يأتي

الرأسان (3- ,3-) , (3- ,9) ، والبؤرتان (3- ,1-) , (3- ,7) .   

البؤرتان (7 ,3) , (1 ,3) ، وطول المحور الأصغر 8 وحدات.   

الرأسان (13- ,1) , (1- ,1) ، والرأسان المرافقان    
. (-2, -7 ) , (4, -7 )

الرأسان (9- ,8) , (5 ,8) ، وطول المحور الأصغر 6 وحدات.   

 30 m بركة سباحة على شكل قطع ناقص طوله :áMÉÑ°S   
( 4 -2 ¢SQódG) . 0.68 واختلافه المركزي

30 m

ما أكبر عرض للبركة؟  (a  

اكتب معادلة القطع الناقص، إذا كانت نقطة الأصل  (b  
هي مركز البركة.

Oó©àe øe QÉ«àNG: أي مما يأتي يمثّل القيمة الأقرب لطول المحور    
( 4-2 ¢SQódG) ا أدناه؟ الأكبر في القطع الناقص الممثَّل بيانيًّ

y

O

−4

−8

−4−12

8

4

4 x

6 وحدات  C 17 وحدة   A  

3 وحدات  D 9 وحدات   B  

π°üØdG ∞°üàæe QÉÑàNG
4 - 1 , 4 -2 ¿É°SQódG

1(

2(

3(

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

84 x

(4, −2)

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

(3, 0)

y

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8

(-5, 4)

x

xO

−4

−8

−12

−16

−4 4 8 12

(8, -7)

y

4(

5(

6(

7(

8( 

9(

10(

11(

12(



y

x

P

Q

 d1 d2

 d3
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F1

F2

y

x

(a, b)

(a, -b)

(-a, -b)

(-a, b)
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y

xO
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 :óFGõdG ™£≤dG ádOÉ©ªd á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG
يمكن استعمال تعريف القطع الزائد لإيجاد معادلته كما في القطوع المخروطية 
الأخر. افترض أن P(x, y) نقطة على منحنى القطع الزائد الذي مركزه 

ح الشكل المجاور إحداثيات البؤرتين  C(h, k)، ومحوره القاطع أفقي. يوضّ
والرأسين. وبحسب تعريف القطع الزائد فإن الفرق المطلق بين بعدي أي نقطة 

 . |P F  1  - P F  2 | = 2 a على المنحنى عن البؤرتين هو مقدار ثابت. لذا فإن
. PF  2   - PF  1  = 2a أو P F  1   - PF  2   = 2 a ا وهذا يعني إمّ

 P F  1  - P F  2  = 2a 

   √ ����������  [x - (h -  c)]  2  + (y  - k)  2    -   √ ����������  [x - (h +  c)]  2  + (y -  k)  2    = 2a áaÉ°ùªdG á¨«°U

   √ ����������  [(x -  h) + c]  2  +  (y - k)  2    -   √ ����������  [(x - h)  - c]  2  + (y  - k)  2    = 2a ™«ªéàdG ºK ™jRƒàdG á«°UÉN

   √ ����������  [(x - h)  + c]  2  + (y -  k)  2    = 2a +   √ ���������  [(x - h) -  c]  2  + (y -  k)  2   ™ªLG

 (x -  h)  2  + 2c (x - h) +  c  2  + (y  - k)  2  =  4 a  2  + 4a  √ ����������  [(x - h) -  c]  2  + (y -  k)  2    + 
(x -  h)  2  - 2c(x − h)  + c  2  + (y -  k)  2 

 ™Hôe ∑ƒµØe óLhCG ºK ,ø«aô£dG ™uHQ
øjóM ø«H (¥ôØdG hCG) ´ƒªée

 -4a  √ ����������  [(x -  h) - c]  2  + (y -  k)  2    = 4 a  2  - 4c(x - h)§ u°ùH

 a  √ ����������  [(x - h) -  c]  2  + (y -  k)  2    = - a  2  + c(x - h). -4 ≈∏Y ø«aô£dG º°ùbG

  a  2  [(x - h)  2  - 2c(x - h) +  c  2  + (y −  k)  2 ] =  a  4  - 2 a  2 c(x - h) +  c  2 (x -  h)  2 ø«aô£dG ™uHQ

  a  2  (x - h)  2   - 2a  2 c(x - h) +  a  2  c  2   + a  2  (y − k)  2  =  a  4   - 2a  2  c(x - h) + c  2  (x - h)  2 á«©jRƒàdG á«°UÉîdG

  a  2 (x -  h)  2  -  c  2 (x -  h)  2  +  a  2 (y -  k)  2  =  a  4  -  a  2  c  2 § u°ùH

 ( a  2   - c  2 )(x −  h)  2  +  a  2  (y - k)  2  =  a  2 ( a  2   - c  2 )á«©jRƒàdG á«°UÉîdG

 - b  2  (x - h)  2   + a  2 (y -  k)  2  =  a  2  (-b  2 ) a  2  -  c  2  = - b  2 

   
(x -  h)  2 

 _ 
 a  2 

   -   
 (y - k)  2 

 _ 
 b  2 

   = 1. a  2  (-b  2 )  ≈∏Y ø«aô£dG º°ùbG

 2  ( x - h)   عندما يكون المحور القاطع أفقيًّا، 
 _ 

 a  2 
   -   

( y - k)  2 
 _ 

 b  2 
المعادلة القياسية للقطع الزائد الذي مركزه (h, k) هي 1 =   

 2  (y  - k)    عندما يكون المحور القاطع رأسيًّا.
 _ 

 a  2 
   -   

(x -  h)  2 
 _ 

 b  2 
كما تكون في الصورة  1 =   

:á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG

   (x - h)  2 
 _ 

 a  2 
   -   

(y -  k)  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

V V

y

xF2F1 C

 »≤aCG ™WÉ≤dG QƒëªdG  :√ÉéJ’G
(h, k)  :õcôªdG

(h ± a, k)  :¿É°SCGôdG
(h ± c, k)  :¿ÉJQDƒÑdG

2a ¬dƒWh ,y = k  :™WÉ≤dG QƒëªdG
2b ¬dƒWh ,x = h  :≥aGôªdG QƒëªdG

y − k = ±   b _ a   (x − h)  :ÜQÉ≤àdG É£N
 hCG c  2  =  a  2  +  b  2   :a, b, c ø«H ábÓ©dG

c =   √ ���  a  2  +  b  2    
2C :…QDƒÑdG ó©ÑdG ∫ƒW

:á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG

  
 (y - k)  2 

 _ 
 a  2 

   -    (x - h)  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

y

x

V
C

F1

V

F2

»°SCGQ ™WÉ≤dG QƒëªdG  :√ÉéJ’G
(h, k)  :õcôªdG

(h, k ± a)  :¿É°SCGôdG
(h, k ± c)  :¿ÉJQDƒÑdG

2a ¬dƒWh ,x = h  :™WÉ≤dG QƒëªdG
2b ¬dƒWh ,y = k  :≥aGôªdG QƒëªdG

y − k = ±   a _ 
b
   (x − h)  :ÜQÉ≤àdG É£N

 hCG c  2  =  a  2  +  b  2   :a, b, c ø«H ábÓ©dG
c =   √ ���  a  2  +  b  2    

2C :…QDƒÑdG ó©ÑdG ∫ƒW 

F 1(h -c, k)

P(x, y)
C(h, k)

(h - a, k)
(h + a, k)

y

x

F 2(h+c, k )

óFGõdG ™£≤dG ¢üFÉ°üN
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 2  ( x + 1)    ، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.
 _ 

9
   -   

(y + 2 )  2 
 _ 

16
د خصائص القطع الزائد الذي معادلته 1 =    حدِّ

المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية، حيث: 
 h = -1 , k = -2 , a =   √ � 9   = 3 , b =   √ � 16   = 4 , c  =   √ ��� 9 + 16   = 5

استعمل هذه القيم لتحديد خصائص القطع الزائد.
x …ƒàëj …òdG óëdG ƒg ¬æe ìhô£ªdGأفقيالاتجاه:

(h, k)(2- ,1-)المركز: 

(h ± a, k)(2- ,4-) , (2- ,2)الرأسان:

(h ± c, k)(2- ,6-) , (2- ,4) البؤرتان:

 _ y + 2 =   4خطا التقارب:
3
   (x + 1)  , y + 2 = -   4 _ 

3
   (x + 1)

y =   4 _ 
3
   x -   2 _ 

3
   , y = -   4 _ 

3
   x -   10 _ 

3
  

y - k = ±    b _ a   (x - h)

عيِّن المركز والرأسين والبؤرتين، ثم ارسم المستطيل الذي مركزه 
(2- ,1-) وأحد بعديه a = 6 2 ، والبعد الآخر  b = 8 2، وطول كل من 

قطريه المحمولين على خطي التقارب c = 10 2. ثم مثِّل القطع الزائد بيانيًّا 
ا بين امتداد قطريه. بحيث يمس جانبي المستطيل عند رأسيه ويكون محصورً

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

  
(y  + 4)  2 

 _ 
64

   -   
(x +  1)  2 

 _ 
81

   = 1  (1B     x  2  _ 
4
   -    y  2 

 _ 
1
   = 1  (1A 

يمكنك تمثيل القطع الزائد عند معرفة الصورة القياسية لمعادلته، وذلك باستعمال خصائصه. وإذا أُعطيت المعادلة في 
صورة أخر فعليك إعادة كتابة المعادلة على الصورة القياسية لتحديد خصائص القطع.

د خصائصه ومثِّل  اكتب معادلة القطع الزائد y  2  - 1 6x  2  + 100y + 96x = 444 25 على الصورة القياسية، ثم حدِّ
منحناه بيانيًّا.

اكتب المعادلة على الصورة القياسية أولاً.
4442 5y  2  - 16 x  2  + 100y + 96x =á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

444(25 y  2  + 100y) + (-16 x  2  + 96x) =á¡HÉ°ûàªdG OhóëdG ™ uªL

44425( y  2  + 4y) - 16 (x  2  - 6x) =πu∏M

444 + 25(4) - 16(9)25( y  2  + 4y + 4) - 16( x  2  - 6x + 9) =™HôªdG πªcCG

40025(y +  2)  2  - 16(x - 3 )  2  =§ u°ùHh πu∏M

1   
(y +  2)  2 

 _ 
16

   -   
(x  - 3)  2 

 _ 
25

   =400 ≈∏Y ø«aô£dG Óc º°ùbG

المعادلة مكتوبة على الصورة القياسية، حيث: 
 . h = 3 , k = -2 , a =   √ � 16   = 4 , b =   √ � 25   = 5 , c  =   √ ��� 16 + 25   ≈ 6.4

استعمل هذه القيم لتحديد خصائص القطع الزائد.

1á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG ≈∏Y IÉ£©e ¬àdOÉ©e óFGR ™£b ¢üFÉ°üN ójóëJ 
 óFGõdG ™£≤dG ≈æëæe πuãªJ ÉeóæY

 Üôà≤«°S ≈æëæªdG ¿CG ôcòJ Év«fÉ«H
 ®ƒë∏e πµ°ûH ÜQÉ≤àdG »£N øe

.ø«°SCGôdG øY ó©àHG Éª∏c


 óFGõdG ™£≤dG √ÉéJG

 óFGõdG ™£≤dG ádOÉ©e âfÉc GPEG
 É¡«ah ,á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG ≈∏Y
 x …ƒàëj ¬æe ìhô£ªdG óëdG

 ÉeCG ,»≤aCG ™£≤dG √ÉéJG ¿EÉa
 ¬æe ìhô£ªdG óëdG ¿Éc GPEG

 ™£≤dG √ÉéJG ¿EÉa , y …ƒàëj
.»°SCGQ

y

xO
(−1, −2)

(4, −2)
(2, −2)(−4, −2)

(−6, −2)

2á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG ≈∏Y óFGR ™£b ádOÉ©e áHÉàc


  á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG

 øe πjƒëàdG óæY É kªFGO ôcòJ
 IQƒ°üdG ≈dEG áeÉ©dG IQƒ°üdG

 ø«H ¥ôØdG ¿CÉH á«°SÉ«≤dG
 ¿CG Öéj ø«jôÑédG øjóëdG

. 1 ¿ƒµj
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الاتجاه: y …ƒàëj …òdG óëdG ƒg ¬æe ìhô£ªdG .رأسي  

المركز:   (3, -2)(h, k)

الرأسان:   (3, 2) , (3, -6)(h, k ± a)

البؤرتان:   (3, 4.4) , (3, -8.4)(h, k ± c)

خطا التقارب:   y - (-2) =   4 _ 
5
   (x - 3)  ,  y - (-2) =-   4 _ 

5
   (x - 3) 

y =   4 _ 
5
   x -   22 _ 

5
   ,  y =   -4 _ 

5
   x +   2 _ 

5
  

y - k = ±   a _ 
b
   (x - h)

عيِّن المركز والرأسين والبؤرتين، ثم ارسم المستطيل الذي مركزه
يه a = 8 2 ، والبعد الآخر  b = 10 2، وطول كلٍّ  (2- ,3) وأحد بُعدَ

2 c = 12.8 من قطريه المحمولين على خطَّي التقارب
ثم مثِّل القطع الزائد بيانيًّا، بحيث يمس جانبَي المستطيل عند رأسيه، 

ا بين امتداد قطريه. ويكون محصورً

، TI - nspire  تمثيل القطع الزائد بيانيًّا وتحديد خصائصه، باستعمال الحاسبة البيانيّة  :≥≤ëàdG

  مثِّل القطع الزائد بالضغط على المفاتيح:

     ثم اختيار 

  

 

  اكتب المعادلة ثم اضغط  سيظهر التمثيل البياني للمعادلة 

لمنحنى القطع الزائد.

، ثم اختيار  د خصائص القطع الزائد بالضغط على    حدِّ

  ومنها  

ثم اضغط على مفتاح كل خاصية من خصائص القطع الزائد: 
  

  قارن بين الناتج وتمثيلك السابق، وذلك باختبار النقاط 

وخطِّي التقارب.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

2  x   2  - 3  y   2  - 12 x - 36 = 0  (2B  4  y   2  - 9  x   2  - 8 y - 36 x = 68  (2A 

y

xO 8 410

4

8

−4
−8 −4

−8

 (350 - 415)  É«JÉÑjÉg
 , äÉ«°VÉjôdG »a áªdÉY É«JÉÑjÉg âfÉc

 ájQóæµ°SE’G øe áaƒ°ù∏«ah , Ωƒ∏©dGh
 ÜÉàc ôjôëàH âeÉbh .ô°üe »a

 , á«WhôîªdG ´ƒ£≤dG »a (¢SƒæjƒdƒHCG)
 , á«ë«°VƒJ á∏ãeCGh , πFÉ°ùe ¬«dEG âaÉ°VCGh

 :øe πc º«gÉØe ÜÉàµdG Gòg Q sƒW óbh
 ,¢übÉædG ™£≤dGh , ÅaÉµªdG ™£≤dG

.óFGõdG ™£≤dGh
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. يمكنك كتابة معادلة القطع الزائد إذا علمت بعض خصائصه التي توفر معلوماتٍ كافيةً

ا يأتي: اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة في كلٍّ ممَّ

الرأسان (2 ,3-) , (6- ,3-) ، والبؤرتان (3 ,3-) , (7- ,3-) .  (a  

. a, b, c متساويان للرأسين، فإن المحور القاطع رأسي. أوجد المركز وقيم x بما أنّ إحداثيَّي   

 (  -3 -3 _ 
2
   ,   -6 + 2 _ 

2
المركز:  (2- ,3-)  =  (     ø«°SCGôdG ø«H á∏°UGƒdG áª«≤à°ùªdG á©£≤dG ∞°üàæe á£≤f

a =    
 √ ������������      (-3 - (-3))   2  +   (-6 - (-2))   2     = 4   õcôªdGh ø«°SCGôdG øe x…CG ø«H áaÉ°ùªdG

c =    
 √ �����������      (-3 - (-3))   2  +   (3 - (-2))   2     = 5   õcôªdGh ø«JQDƒÑdG øe x…CG ø«H áaÉ°ùªdG

b = 3    c  2  =  a  2  +  b  2 

بما أن المحور القاطع رأسي، فإن  a  2  ترتبط بالحد  y  2  ؛ لذا فمعادلة القطع الزائد هي:    

 2  (y  + 2)   . انظر الشكل 4.3.1 .
 _ 

16
   -   (x +  3)  2  _ 

9
   = 1

. y = 2 x - 12 , y = -2x + 12 الرأسان (0 ,9-) , (0 ,3-) ، وخطا التقارب  (b  

بما أنّ إحداثيي y للرأسين متساويان، فإن المحور القاطع أفقي.   

(  -3 -9 _ 
2
   ,   0 + 0 _ 

2
المركز:   (0 ,6-)  =  (     ø«°SCGôdG ø«H á∏°UGƒdG á©£≤∏d ∞°üàæªdG á£≤f

a = 3   õcôªdGh ø«°SCGôdG øe …CG ø«H áaÉ°ùªdG

. b استعمل الميل الموجب لتجد . ±   b _ a   :ميلا خطي التقارب   

  b _ a   = 2   ÜQÉ≤àdG §îd ÖLƒªdG π«ªdG

  b _ 
3
   = 2   a = 3

b= 6   § u°ùH

 ،    (x + 6)  2 
 _ 

9
   -   

 y  2 
 _ 

36
بما أنّ المحور القاطع أفقي، فإنّ  a  2  ترتبط بالحد  x   2  . لذا معادلة القطع الزائد هي 1 =      

انظر الشكل 4.3.2 .

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

الرأسان (6 , 3) , (2 , 3) ، وطول المحور المرافق 10 وحدات.   (3A 

. y =   3 _ 
4
   x -   29 _ 

4
   , y = -  3 _ 

4
   x +   13 _ 

4
البؤرتان (2- , 12) , (2- , 2) ، وخطا التقارب      (3B 

ويمكن استعمال قيمة الاختلاف المركزي لوصف القطع الزائد، فصيغة الاختلاف المركزي هي نفسها   e =   c _ a  لكلٍّ 
من القطعين الناقص والزائد. تذكر أن قيمة الاختلاف المركزي للقطع الناقص تقع بين 0 و 1 ، لكن قيمة الاختلاف 

ا، وكلما زادت قيمته زاد اتساع المنحنى. المركزي للقطع الزائد أكبر من 1 دائمً

3¬°üFÉ°üN ¢†©H º∏ oY GPEG óFGR ™£b ádOÉ©e áHÉàc

4.3.1 πµ°ûdG

y

xO

−4

−8

−4−8

4

4

4.3.2 πµ°ûdG

y

xO

−4

−4−12

4

−8

8

−8
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.   (y -  4)  2 
 _ 

48
   -   

 (x + 5)  2 
 _ 

36
د الاختلاف المركزي للقطع الزائد الذي معادلته 1 =    حدّ

د أولاً قيمة c ثم الاختلاف المركزي . حدّ

=  a  2  +  b  2  c  2 a , b , c ø«H ábÓ©dG=   c _ a  e…õcôªdG ±ÓàN’G á¨«°U

= 48 + 36 c  2  a  2  = 48 ,  b  2  = 36=     
√ � 84  

 _ 
  √ � 48   

  a =   √ � 48   ،c =   √ � 84   

=   √ � 84   c§ u°ùH≈ 1.32§ u°ùH

الاختلاف المركزي يساوي 1.32 تقريبًا.

∂ª¡a øe ≥≤ëJ

د الاختلاف المركزي للقطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي: حدّ

  
(y −  2)  2 

 _ 
15

   -   
(x +  9)  2 

 _ 
75

   = 1  (4B    
(x  + 8)  2 

 _ 
64

   -   
(y −  4)  2 

 _ 
80

   = 1  (4A 

يمكن لنظام كشف الصواعق تحديد موقع صاعقة باستعمال مجسين موضوعين عند بؤرتي قطع زائد.

OÉ°UQCG: يحتوي نظام كشف الصواعق على مجسين يحولان الأمواج الضوئية للصاعقة إلى صيغة رقمية تسجل 
ان للكشف عن الصواعق يبعد أحدهما عن الآخر بمقدار km 6 ، بحيث  ضع مجسّ تفاصيل تلك الصاعقة، فإذا وُ

ين، وكان بعده عن المجس A يزيد  كان المجسّ A شمال المجسّ B . ومض برق صاعقة شرق كل من المجسّ
. B 1.5 على بعده عن المجس km بمقدار

اكتب معادلة القطع الزائد الذي تقع الصاعقة على منحناه.  (a  

ين على مستو إحداثي على أن تكون نقطة الأصل هي  د موقع المجسّ حدّ   
منتصف القطعة المستقيمة الواصلة بينهما. وبما أن موقع الصاعقة إلى الشرق 

من كلا المجسين، وأقرب إلى المجس B ، فإن موقعها في الربع الرابع.
ر أن الفرق  ان موضوعان عند بؤرتي القطع الزائد، لذا c = 3. تذكَّ المجسّ   

المطلق بين بعدي أي نقطة على المنحنى عن البؤرتين هو a 2 ، وبما أنّ بعد 
الصاعقة عن المجسّ A يزيد بمقدار km 1.5 على بعدها عن المجس B ، فإن 

. b لتجد c و a استعمل قيمتي . a = 0.75 2 ، أي أن a = 1.5

=  a  2  +  b  2   c  2 a, b, c ø«H ábÓ©dG

=  0.75  2  +  b  2   3  2 c = 3 , a = 0.75

=  b  2  8.4375§ u°ùH

المحور القاطع رأسي ومركز القطع الزائد عند نقطة الأصل. لذا فالمعادلة    

 y  2  . وعند تعويض قيمتي  a  2  ,  b  2  تصبح المعادلة 
 _ 

 a  2 
   -    x  2  _ 

 b  2 
   = هي    1

 y  2    . أي أن موقع الصاعقة يمثِّل نقطة على منحنى القطع 
 _ 

0.5625
   -   

 x  2 
 _ 

8.4375
   = 1

.    y  2 
 _ 

0.5625
   -   

 x  2 
 _ 

8.4375
الزائد الذي معادلته 1 =   

4 óFGõdG ™£≤∏d …õcôªdG ±ÓàN’G

55óFGõdG ™£≤dG ≈∏Y äÉ≤«Ñ£J

 í£°S ≈∏Y áæµeCG ≥YGƒ°üdG Üô°†J
.á«fÉãdG »a Iôe 100 ÜQÉ≤j ÉªH ¢VQC’G

y

xO




A 

B 

y

xO




A 

B 
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د خصائص القطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي، ثم مثِّل  حدِّ
(1 ∫Éãe) :منحناه بيانيًّا

   x  2  _ 
49

   -    y  2 
 _ 

30
   = 1      y  2 

 _ 4   -    x  2  _ 
17

   = 1   

  
(y + 4 )  2 

 _ 49   -   
(x - 4 )  2 

 _ 
64

   = 1     
(x - 1 )  2 

 _ 
9
   -   

(y - 5 )  2 
 _ 

36
   = 1   

 3y  2  - 5 x  2  = 15    3x  2  - 2 y  2  = 12   

IAÉ°VEG: يمكن تمثيل الضوء المنعكس    
من مصباح طاولة على جدار بقطع زائد 

   . مثِّل منحنى 
 y  2 

 _ 
225

   -   
 x  2 

 _ 
81

معادلته 1 =   
(1 ∫Éãe) .القطع الزائد بيانيًّا

اكتب معادلة كل قطع زائد مما يأتي على الصورة القياسية، ثم حدد 
(2 ∫Éãe) :خصائصه، ومثِّل منحناه بيانيًّا

 x  2  - 4 y  2  - 6x - 8y = 27   

 - x  2  + 3 y  2  - 4x + 6y = 28   

-5 x  2  + 2 y  2  - 70x - 8y = 287   

 9y2 - 4x2 - 54y + 32x - 19 = 0  11(  

16x2 - 9y2 + 128x + 36y + 76 = 0  12(  

اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي:  
(3 ∫Éãe)

البؤرتان ( 7- ,1-) , (9 ,1-) ، وطول المحور المرافق 14 وحدة.   

الرأسان (5 ,5-) , (5 ,7) ، والبؤرتان (5 ,9-) , (5 ,11) .   

. y = ±   3 _ 
7
   x +   45 _ 

7
الرأسان (3 ,1-) , (9 ,1-) ، وخطا التقارب      

. y  = ±   5 _ 
12

    x +   104 _ 
12

البؤرتان (7 ,17-) , ( 7 ,9) ، وخطا التقارب       

 _ y =   7 ، والمحور 
5
   x +   59 _ 

5
المركز (2 ,7-) ، وأحد خطي التقارب       

القاطع أفقيًّا وطوله 10 وحدات.

الرأسان (2- ,2) ,(10 ,2) ، وطول المحور المرافق 16 وحدة.   

 _ 7   والبؤرتان عند (2- ,13) , (2- ,1-) .
6
الاختلاف المركزي      



2( 1(

4( 3(

6( 5(

7(

8(

9(

10(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

19(

ين. أوجد إحداثيي موقع الصاعقة إذا حدثت على بعد km 2.5 شرق المجسّ  (b  

بما أن الصاعقة حدثت على بعد km 2.5 شرق المجسين فإنّ x = 2.5 ، وموقع الصاعقة أقرب إلى    
ض قيمة x في  المجس B منه إلى المجس A ، لذا فإن موقعها في الجزء الأسفل من المستو الإحداثي. عوّ

. y المعادلة، وأوجد

1  
 y  2 
 _ 

0.5625
   -   

 x  2 
 _ 

8.4375
   =á«∏°UC’G ádOÉ©ªdG

1   
 y  2 
 _ 

0.5625
   -   

2 .5  2 
 _ 

8.4375
   =x = 2.5

± 0.99y ≈y `d áÑ°ùædÉH πM

وحيث إن موقع الصاعقة في الربع الرابع، لذا فإن قيمة y هي 0.99- تقريبًا، وذلك يعني أن موقع الصاعقة هو    
.(2.5, -0.99)

∂ª¡a øe ≥≤ëJ
ájôëH áMÓe: تعطلت سفينة عند نقطة في عرض البحر، بحيث كان الفرق بين بعدي السفينة عن أقرب   (5 

ا . محطتين إليها 80 ميلاً بحريًّ
إذا كان موقعا المحطتين يمثلان بؤرتي قطع زائد تقع السفينة عليه، فاكتب معادلة القطع الزائد   (5A 

عندما تقع المحطتان عند النقطتين (0 ,100) ,(0 ,100-) .
أوجد إحداثيي موقع السفينة إذا كانت تقع على المستقيم الواصل بين البؤرتين، وكانت أقرب   (5B 

إلى المحطة التي إحداثياها(0 ,100) .
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ájQÉª©e á°Sóæg: يبيّن الشكل    
المجاور مخطّط أرضية مكتب.
اكتب معادلة تمثِّل فرعي   (a  

المنحنى في الشكل.
إذا كانت كل وحدة في   (b  

المستو الإحداثي تمثِّل 
ft 15 ، فما أقصر عرض 

( 3 ∫Éãe)  لأرضية المكتب؟

د الاختلاف المركزي للقطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي:   حدّ
(4 ∫Éãe)

  
(x +  4)  2 

 _ 24   -   
(y +  1)  2 

 _ 
15

   = 1     
 (y - 1)  2 

 _ 
10

   -   
(x -  6)  2 

 _ 
13

   = 1   

  
(y +  2)  2 

 _ 32   -   
(x +  5)  2 

 _ 
25

   = 1     
(x -  3)  2 

 _ 
38

   -   
(y  - 2)  2 

 _ 
5
   = 1   

 3x  2  - 2 y  2  + 12x - 12y = 42   

- x  2  + 7 y  2  + 24x + 70y = -24   

Gô«W¿: يقع المطاران A , B على بعد km 72 كل منهما عن الآخر،    
بحيث يقع المطار B جنوب A . وعند لحظة ما كان بُعد طائرة عن 

(5 ∫Éãe)  . A 18 عن بُعدها عن المطار km يزيد بمقدار B المطار

اكتب معادلة القطع الزائد الذي مركزه نقطة الأصل، ويقع   (a  
المطاران عند بؤرتيه، وتقع الطائرة على منحناه عند تلك 

اللحظة.

مثّل منحنى القطع الزائد بيانيًّا مع توضيح فرع القطع الذي تقع   (b  
عليه الطائرة عند تلك اللحظة.

إذا كانت الطائرة في تلك اللحظة على بعد km 40 شرق كلا   (c  
المطارين، فأوجد إحداثيي موقع الطائرة.

ájQÉª©e á°Sóæg: يأخذ برج ” كوب    
بورت“ في اليابان شكل مجسم ناتج عن 

دوران قطع زائد حول محوره المرافق. 
افترض أن قيمة الاختلاف المركزي للقطع 

الزائد الذي نتج عن دوران البرج تساوي 19.

 ، 8 m إذا كان أقصر عرض للبرج هو  (a  
فما معادلة القطع الزائد؟ 

 ، 32 m إذا كان ارتفاع قمة البرج عن مركز القطع الزائد هو  (b  
وانخفاض القاعدة عن المركز هو m 76 ، فأوجد نصف قطر 

القمة ونصف قطر القاعدة.

اكتب معادلة القطع الزائد الممثَّل بيانيًّا في كل مما يأتي: 

    

   

y

xO

−4

−8

−4−8

8

4

84

(10, 3  √3  )

(-5, 0) (5, 0)

       

y

xO

−4

−8

−4−8−12

8

4

4
(-3,   √10  )

(-3, -√10  )

(1, -2  √5  )

ù≤W¢: يقف محمد وعلي في مكانين، البعد بينهما ft 4000 . إذا    
علمت أن الفرق الزمني بين سماع محمد لصوت رعد وسماع علي 

هو sec 3 ، وأن سرعة الصوت ft/sec 1100 ، فأوجد معادلة القطع 
الزائد الأفقي الذي يقع عليه مصدر البرق. 

ل القطع الزائد المتطابق  يتشكَّ   
الساقين عندما يكون خطا تقاربه 

متعامدين، وَ a = b عند كتابة 
معادلته على الصورة القياسية. 

اكتب معادلة القطع الزائد المتطابق 
الساقين في الشكل المجاور.

ا من  ا خاصًّ    IOó©àe äÓ«ãªJ: ستستكشف في هذه المسألة نوعً
ى القطع الزائد المرافق. ويظهر هذا القطع عندما  القطوع الزائدة يسمّ

يكون المحور المرافق لقطع زائد هو المحور القاطع لقطع زائد آخر. 

 _  x  2     ومنحنى 
36

   -    y  2 
 _ 

64
Év``«fÉ«H: مثِّل منحنى القطع 1 =     (a  

 y  2     على المستو الإحداثي نفسه . 
 _ 

64
   -   

 x  2 
 _ 

36
القطع 1 =   

É قارن بين المنحنيين من حيث: البؤرتان، الرأسان، خطا  v«∏«∏ëJ  (b  
التقارب.

É: اكتب معادلة القطع الزائد المرافق للقطع الذي معادلته v«∏«∏ëJ  (c  

.    x  2 
 _ 

16
   -   

 y  2 
 _ 

9
   = 1

.c مثل منحنيي القطعين في الفرع :Év``«fÉ«H  (d  

ن تخمينًا حول تشابه القطعين الزائدين المترافقين. Év`«¶Ød: كوّ  (e  

y

O x(0, 0) (10, 0)

(0, 8)
(5, 7)

(5, 1)

(10, 8)

20(

22( 21(

24( 23(

25(

26(

27(

28(

30( 29(

31(

y

xO

−8

−16

−16

16

8

16

F (-11, 0) F (11, 0)

32(

33(
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áMƒàØe ádCÉ°ùe: اكتب معادلةً لقطع زائد يكون فيه طول المحور    
القاطع يساوي نصف المسافة بين البؤرتين.

ôjôÑJ: افترض أن r  x  2  = -s y  2  - t ، حيث r, s, t أعداد ثابتة.    
صف نوع القطع المخروطي الناتج في كل حالة. واشرح تبريرك.

rs = 0  (a  

rs > 0  (b  

r = s  (c  

rs < 0  (d  

ôjôÑJ: افترض أنك أُعطيت اثنتين من خصائص القطع الزائد    
الآتية: رأسين، بؤرتين، المحور القاطع، المحور المرافق، خطي 

ا أو غير  ا أو أحيانً تقارب. هل يمكنك كتابة معادلة هذا القطع: دائمً
ا؟ ممكن أبدً

 . P ويمر بالنقطة ،  F  1 (0, 9) ,  F  2 (0, -9) قطع زائد بؤرتاه : xóëJ   
يزيد بعد P عن  F  1  بمقدار 6 وحدات على بعد P عن  F  2  . اكتب 

معادلة القطع الزائد بالصيغة القياسية. 

ÉgôH¿: يتشكل القطع الزائد المتطابق الساقين عندما a = b عند    
كتابة المعادلة على الصورة القياسية. برهن أن الاختلاف المركزي 

 .  √ �لكل قطع زائد متطابق الساقين هو   2 

ÖàcG: صف خطوات إيجاد معادلة قطع زائد عندما تعطى بؤرتاه    
وطول محوره القاطع.



مثّل منحنى القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي:
(4-2 ¢SQódG) 

(x  - 8)  2  +   
(y -  2)  2 

 _ 
81

   = 1   

   x  2  _ 
64

   +   (y +  5)  2 
 _ 

49
   = 1   

   
(x -  2)  2 

 _ 
16

   +   
(y  + 5)  2 

 _ 
36

   = 1   

ا إلى أعلى بسرعة ابتدائية مقدارها  ذفت كرة رأسيًّ äÉahò≤e: قُ   
ft/s 80 ، بحيث يكون ارتفاعها عن سطح الأرض بعد t ثانية هو 

( 4 -1 ¢SQódG) .قدم h = -1 6t  2  + 80t + 5

ما أقصى ارتفاع عن سطح الأرض تبلغه الكرة؟  (a  

 إلى المستو كم تستغرق الكرة من الوقت؛ لتعود مرة أخر  (b  
الذي انطلقت منه؟

( 3-5 ¢SQódG) . θ حلّ كل معادلة مما يأتي لجميع قيم

tan θ = sec θ - 1   

sin θ + cos θ = 0   

csc θ - cot θ = 0   



ا. ما معادلتا  ا زائدً   )   قطعً
x
 _ 

4
  )  

2
  -    (  

y
 _ 

5
  )  

2
á©LGôe: يمثِّل منحنى 1 =     

خطي تقارب هذا المنحنى؟

y =   4 _ 
5
   x , y = -   4 _ 

5
   x  A  

y =   5 _ 
4
   x , y = -   5 _ 

4
   x  B  

y =   1 _ 
4
   x , y = -   1 _ 

4
    x  C  

y =   1 _ 
5
   x , y = -   1 _ 

5
   x  D  

Iô«°üb áHÉLEG hP ∫GDƒ°S: أوجد معادلتي خطي التقارب للقطع    

.    (x + 1 )  2 
 _ 

4
   -    

( y - 1 )  2 
 _ 

1
الزائد الذي معادلته 1 =   

34(

35(

36(

37(

38(

39(

40(

41(

42(

43(

44(

45(

46(

47(

48(
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تحديد اCنوا´ ال≥£و´ المîرhطية يمكنك تحديد نوع القطع المخروطي دون أن تكتب المعادلة: 
.B2 - 4AC على الصورة القياسية، وذلك باستعمال المميز Ax2 + Bxy + Cy2 + Dx + Ey + F = 0

المميõنو´ ال≥£™ المîرhط«

Åaاµو™ مb B  2  - 4AC = 0

¢übاf ™وb B  2  - 4AC < 0 , A ≠ C طCل B ≠ 0

IوFلO B  2  - 4AC < 0 , B = 0 , A = C

óFلR ™وb B  2  - 4AC > 0

يكون القطع أفقيًّا أو رأسيًّا عندما B = 0، أما إذا كانت B ≠ 0، فلا يكون القطع أفقيًّا ولا رأسيًّا.

B ≠ 0 : ا ا hلا اaC≥يًّ ق£™ ناق�¢ ليù¢ راC�صيًّ  B = 0 :»≤aCق£™ ناق�¢ ا  

 

7 x   2  - 6  √  3   x y + 13  y   2  - 16 = 0   x   2  + 4  y   2  - 4 = 0  

د نوع القطع المخروطي الذي تمثِّله كل معادلة مما يأتي، دون كتابتها على الصورة القياسية: حدِّ

y2 + 4x2 - 3xy + 4x - 5y - 8 = 0  )a  

A = 4, B = -3, C = 1   

المميز يساوي 7- = (1)(4)4 - 2(3-).   

ا. ا ناقصً ولأن المميز أصغر من الصفر، B ≠ 0، فإن المعادلة تمثِّل قطعً   

3x2 - 6x + 4y - 5y2 + 2xy - 4 = 0  )b  

A = 3, B = 2, C = -5   

المميز يساوي 64 = (5-)(3)4 - 22.   
ولأن المميز أكبر من الصفر، فإن القطع زائد.   

4y2 - 8x + 6y - 14 = 0  )c  

A = 0, B = 0, C = 4   

المميز يساوي 0 = (4)(0)4 - 02.   

ا ، فإن المعادلة تمثِّل قطع مكافئ. ولأن المميز يساوي صفرً   

تح≥≤ مa ø¡م∂

د نوع القطع المخروطي الذي تمثِّله كل معادلة مما يأتي، دون كتابتها على الصورة القياسية: حدِّ

8y 2 - 6x 2 + 4 x y - 6 x + 2 y - 4 = 0  )2A 

3 x y + 4 x 2 - 2 y + 9x - 3 = 0  )2B 

3 x 2 + 16 x - 12 y + 2 y 2 - 6 = 0  )2C 

õطية با�صتعما∫ المميhرîي∞ ال≥£و´ المæت�ص 
 õالممي

còJو لC¿ م لõ لا ©اOاا 
 a x  2  + bx + c = 0 ل©لاHوàلا

.  b  2  - 4 ac رg

2¬معادلت øط« مhرîتحديد نو´ ال≥£™ الم 
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د نوع القطع  اكتب كل معادلة مما يأتي على الصورة القياسية، ثم حدِّ
المخروطي الذي تمثِّله. )مثال 1(

x 2 + 4y 2 - 6x + 16y - 11 = 0   

x 2 + y 2 + 12x - 8y + 36 = 0   

9y 2 - 16x 2 - 18y - 64x - 199 = 0   

6y 2 - 24y + 28 - x = 0   

د نوع القطع المخروطي الذي تمثِّله كل معادلة مما يأتي، دون كتابتها  حدِّ
على الصورة القياسية. )مثال 2(

4x 2 - 5 y = 9 x - 12   

5y 2 = 2x + 6y - 8 + 3x 2   

8x 2 + 8y 2 + 16x + 24 = 0   

4x 2 - 6y = 8x + 2   

4x 2 - 3y 2 + 8xy - 12 = 2x + 4y   

5xy - 3x 2 + 6y 2 + 12y = 18   

16xy + 8x 2 + 10y 2 - 18x + 8y = 13   

طيران: في أحد عروض الطيران يمكن تمثيل مسار طائرة    
نفاثة خلال جولة واحدة، بقطع مخروطي وفق المعادلة 

24x 2 + 1000 y - 31680 x - 45600 = 0 ، وقد حدّدت الأبعاد 
بالأقدام. 

حدّد شكل منحنى القطع الذي يمثّل مسار الطائرة، ثم اكتب   )a  
معادلته على الصورة القياسية.

إذا بدأت الطائرة بالصعود عند x = 0 ، فما المسافة الأفقية التي   )b  
تقطعها من بداية صعودها إلى نهاية هبوطها؟

ما أقصى ارتفاع تصل إليه الطائرة؟  )c  

قابل بين المنحنيات أدناه والمعادلة التي تمثِّل كلًّا منها:

   

  

    

 x   2  +  y   2  - 8x - 4y = -4  )a  

9x 2 - 16y 2 - 72x + 64y = 64  )b  

9x 2 + 16y 2 = 72 x + 64y - 64  )c  

a - d قابل بين كل حالة في التمارين 19 - 16  مع المعادلة التي تمثِّلها من

47.25x 2 - 9y 2 + 18y + 33.525 = 0  )a  

25x 2 + 100y 2 - 1900x - 2200y + 45700 = 0  )b  

16x 2 - 90x + y - 0.25 = 0  )c  

x 2 + y 2 - 18x - 30y - 14094 = 0  )d  

. 120 ft حا�صوب: حدود شبكة لاسلكية مداها   

لياقة: المسار البيضي لقدميك على جهاز التمرين.   

ات�صالات: موقع هاتف محمول بين عمودي إرسال.   

ريا�صة: ارتفاع كرة قدم عن الأرض بعد ركلها.   

   تمثيلات متعددة: افترض أن مركز قطع ناقص (2- ,3)، 
. N(3, -4) وأحد الرأسين المرافقين ، M(-1, -2) وأحد رأسيه

ا: أوجد الصورة القياسية لمعادلة القطع الناقص. تحليليًّ  )a  

ا: حوّل المعادلة في الفرع a إلى الصورة  جبريًّ  )b  
 . Ax 2 + Bxy + Cy 2 + Dx + Ey + F = 0

ا: مثّل معادلة القطع الناقص بيانيًّا. بيانيًّ  )c  



1)

2)

3)

4)

5)

6)

7)

8)

9)

10)

11)

12)

y

xO 2 4 6

4

6

2

13)

y

xO 2 4 6

4

2

6

14)

y

xO

8
10
12

6
4
2

−4 −2

−4

42 6 8 10 12

15)

16)

17)

18)

19)

20)
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ا، أو  د ما إذا كانت العبارة الآتية صحيحة دائمً تبرير: حدِّ   

ا .  صحيحةأحيانًا، أو غير صحيحة أبدً
"عندما يكون القطع رأسيًّا، وتكون A = C ، فإن القطع دائرة".

مùصاCلة مفتوحة: اكتب معادلة على الصورة    
A x 2 + B x y + C y 2 + D x + E y + F = 0 ، بحيث يكون 

ا مكافئًا. مثّل المعادلة قطعً A = 9C ، وتُ

اcتÖ: اكتب أوجه الشبه والاختلاف بين منحنيات القطوع    
المخروطية ومعادلاتها.



نّب بفرع من قطع زائد  ذَ aل∂: افترض أنه يمكن تمثيل مسار مُ   

   . أوجد كلاًّ من الرأسين والبؤرتين 
y 2

 _ 
225

   -   x 2 _ 
400

معادلته 1  =   
ومعادلتي خطي التقارب للقطع الزائد، ثم مثِّل المعادلة 

)4-3 ¢SQóبيانيًّا. )لا

د خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كل مما يأتي، ثم مثِّل  حدِّ
  )4-2 ¢SQóمنحناه بيانيًّاا: )لا

   
y 2

 _ 
18

   +   x
 2
 _ 

9
   = 1   

4x 2 + 8y 2 = 32   

x 2 + 25y 2 - 8x + 100y + 91 = 0   

aل∂: أقرب مسافة بين مركز الشمس والأرض في مسار دورانها    
91.8 مليون ميل. أما أبعد مسافة فتساوي 94.9 مليون ميل. اكتب 

معادلة تمثّل مدار الأرض حول الشمس باعتبار أن مركز المدار هو 
)4-2 ¢SQóلا( .x نقطة الأصل، وأن الشمس تقع على المحور



)2-4 ¢SQóلَّ كلَّ معادلة من المعادلتين الآتيتين: )لا حُ

 log  4  8n +  log  4  (n - 1) = 2   

 log  9  9p +  log  9  (p + 8) = 2   

د ما إذا كانت المعادلة �صوDا∫ hP اEجابة ق�صيرة: حدِّ   
ا مكافئًا أو دائرة  3x 2 + 6xy + 3y 2 - 4x + 5y = 12  تمثِّل قطعً

ا، دون كتابتها على الصورة القياسية. ا زائدً ا أو قطعً ا ناقصً أو قطعً

ا مكافئًا رأسه عند  اNتيار مø متعدد: ما المعادلة التي تمثِّل قطعً   
النقطة (2 , 2) ، ويمر بالنقطة (6 , 0) ؟

y = x 2 - 4 x + 6  A  

y = x 2 + 4 x - 6  B  

y = - x 2 - 4 x + 6  C  

y = - x 2 + 4 x - 6  D  

21)

22)

23)

24)

25)

26)

27)

28)

94.9 91.8



y

x

29)

30)

31)

32)



1 2 
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أنظمة  حل  ويمكنك  الحالات.  بعض  في  إلا  دوالّ  تمثل  خطية، ولا  غير  معادلات  هي  المخروطية  القطوع  معادلات 
المعادلات الخطية باستعمال الحاسبة البيانية TI-nspire  من خلال تمثيل كل معادلة في النظام ثم إيجاد نقاط التقاطع.

حلّ نظام المعادلات الآتي بيانيًّاا:
 x  2  +  y  2  = 13

xy + 6 = 0
لحل المعادلتين بيانيًّا باستعمال الحاسبة البيانية TI-nspire نقوم بالخطوات 

التالية:

مثل المعادلتين بيانيًّا. الî£وة 1: 

  اضغط على المفاتيح:

     ثم اختيار  

  

  اكتب المعادلة ثم اضغط  سيظهر التمثيل البياني للمعادلة الأولى.

  اضغط  واكتب المعادلة الثانية ثم اضغط  سيظهر التمثيل البياني للمعادلة الثانية.

إيجاد نقاط التقاطع. الî£وة 2: 
  استعمل ميزة WÉ≤àdG •É≤f™ لإيجاد الحلول بالضغط 

على  ثم اختيار   ثم 
  واضغط في أي نقطة على الشاشة وحرك 

ا بكل نقطة من نقاط التقاطع، ستظهر الأزواج  المؤشر مرورً
المرتبة الممثلة لنقاط التقاطع الأربع؛

أي أن الحلول هي: (2- ,3) ,(3- ,2) ,(3 ,2-) ,(2 ,3-) 

:øتماري
بًا إلى أقرب جزء من عشرة: حلّ كل نظام معادلات فيما يأتي بيانيًا مقرّ

x = 2 + y  )3  49 =  y  2  +  x  2  )2  xy = 2  )1  

 x  2  +  y  2  = 100   x = 1    x  2  -  y  2  = 3   

y = -1 - x  )6   y  2  = 9 - 3 x  2  )5  25 - 4 x  2  =  y  2  )4  

4 + x = (y - 1 ) 2    x  2  = 10 - 2 y  2   2x + y + 1 = 0   

: يحتوي جناح في منزل على غرفتين مربعتين؛ غرفة معيشة وغرفة  qتحد  )7 
نوم، والمساحة الكلية للغرفتين هي  ft  2  468 ، ومساحة غرفة النوم أصغر 

 . 180  ft  2  من مساحة غرفة المعيشة بمقدار
ا من معادلات تربيعية يمثل معطيات هذا الموقف. اكتب نظامً  )a  

مثّل نظام المعادلات بيانيًّا، وقدّر طول كل غرفة.  )b  

معمل الحا�صبة البيانية: 
اCن¶مة المعادلات hالمتبايæات Zير الî£ية

Systems of Nonlinear Equations and Inequalities

ال¡``د±
لπ ©à°S لاëاÑ°Sا لاÑلاfلا 
TI-nspire اàطوM Öj∏رل 

 äاæjاÑàطم ä’Oا م©ا ¶fCل
Z1لو Nولا. ا حل ن¶اΩ معادلات Zير N£ية بيانيًّ

á°û«©e ïÑ£ª`dG

Ωƒf

كذلك يمكنك حل أنظمة المتباينات غير الخطية باستعمال الحاسبة البيانية TI- nspire، وقد مرّ معك في صفٍّ سابقٍ 
.y أنه يمكنك تمثيل المتباينات غير الخطية بيانيًّا، وذلك بكتابة كل متباينة بدلالة

حلّ نظام المتباينات الآتي بيانيًّاا: 
 x  2  +  y  2  ≤ 36

y -  x  2  > 0

. y اكتب كل متباينة بدلالة الî£وة 1: 
y >  x  2  , y ≤   √  36 -  x  2    , y ≥ -  √  36 -  x  2     

افتح الحاسبة بالضغط على  . الî£وة 2: 

اختر من الشاشة الظاهرة    
ثم اختر من الشاشة الظاهرة 

اكتب المتباينة الأولى   y >  x  2 ، وذلك بالضغط على مفتاح  الî£وة 3: 
 ، y > ثم اختر رمز التباين < مستعملاً الأسهم، فتظهر ، 

.
مستعملاً الأسهم،

أكمل كتابة المتباينة، ثم اضغط 

اكتب المتباينة الثانية     y ≤   √  36 -  x  2 بالضغط على المفتاح  الî£وة 4: 
 ثم المفتاح  ، ثم اختر رمز التباين ≥ مستعملاً 

الأسهم، ستظهر  ≥ y، أكمل كتابة المتباينة ثم اضغط  
 وتمثيل المتباينة 

أكمل كتابة المتباينة ثم اضغط 
ثم اضغط على المفتاح 

    y  ≥ -  √  36 -  x  2 ، ستكون منطقة الحل هي منطقة التظليل 

المشترك.
أي قم بالضغط على المفاتيح:

   x   2        36 -  x   2    

 ≥ -   36 -  x   2  

. y =   √  36 -  x  2     وتحت ، y =  x   2  لاحظ نمط التظليل فوق
إن منطقة الحل هي المنطقة الناتجة عن تقاطع أنماط التظليل، وهي المنطقة 

التي تحوي النقاط التي تحقق النظام جميعها.
  x  2  +  y  2  ≤ 36

y -  x  2  > 0

:øتماري
لَّ كل نظام متباينات فيما يأتي بيانيًّاا: حُ

 x  2  + 4 y  2  ≤ 32  )10  y + 5 ≥  x  2  )9  2 y  2  ≤ 32 - 2  x  2  )8  

4 x  2  +  y  2  ≤ 32   9 y  2  ≤ 36 +  x  2   x + 4 ≥  y  2   

2 ية£N يرZ اتæمتباي Ωحل ن¶ا


تدريè المحاhر 

èjQóJ óà j لاëاÑ°Sا 
 y Qرëم ≈∏Y »Fطا∏àلا
 , (- 6.67, 6.67) øلH
 πثل àلا ø °†àj »µطا
 f 2(x) ااOا∏ ©ا »fلاÑلا
 ºb ,f 2(x) = 7 لاطل ا

 ìاàØم ≈∏Y §¨°†ااH
 QلاàNا ل¡æطم ,

 
 QلاàNل ºK

طال èjQóJ óà لا à¨لو 
 , 7 Oó©لا ø °†àال y
øµ j لàNلاb Qل ا 


لون الت¶ليل 

 πل∏¶àللو ار¿ لا¨J øµ j
 πM وطاæم πث j …òلا

 ≈∏Y §¨°†ااH اæjاÑà لا

 QلاàNل ºK ,  

 طمæ¡ا 

 لCط 

 لCط 
gÓc ا, طPا∂ µj ≈àMر¿ 

 øY ل kõم ل πëوطا لاæار¿ م
 øا مæjاÑàم πc πل∏¶J ¿ار

 .äاæjاÑà لا Ωا¶f
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á«°SÉ°SC’G º«gÉØªdG
( 4 -1 ¢SQódG) áÄaÉµªdG ´ƒ£≤dG

 IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG
 á«°SÉ«≤dG √ÉéJ’G ¢SCGôdG IQDƒÑdG

(y - k )  2  = 4 c(x - h) »≤aCG(h, k)(h + c, k)

(x - h )  2  = 4 c(y - k) »°SCGQ(h, k)(h, k + c)

. IQDƒÑdG ™bƒe p áª«b OóëJ  •

( 4 -2 ¢SQódG) ôFGhódGh á°übÉædG ´ƒ£≤dG

 IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG
 á«°SÉ«≤dG√ÉéJ’G¿É°SCGôdG ¿ÉJQDƒÑdG

   (x - h )  2 
 _ 

 a  2 
   +   

(y - k )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ôÑcC’G QƒëªdG
 »≤aCG(h ± a, k)(h ± c, k)

  
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   +   (x - h )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ôÑcC’G QƒëªdG
»°SCGQ(h, k ± a)(h, k ± c)

 :å«M ، e =   c _ a   »g ¢übÉædG ™£≤∏d …õcôªdG ±ÓàN’G á¨«°U  •
.  a  2  -  b  2  =  c  2 

 ∞°üfh (h, k) Égõcôe »àdG IôFGódG ádOÉ©ªd á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG  •
. (x - h )  2  + (y - k )  2  =  r  2  »g r Égô£b

( 4-3 ¢SQódG)  IóFGõdG ´ƒ£≤dG

 IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG
 á«°SÉ«≤dG√ÉéJ’G¿É°SCGôdG¿ÉJQDƒÑdG

   (x - h )  2 
 _ 

 a  2 
   -   

(y - k )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ™WÉ≤dG QƒëªdG
»≤aCG(h ± a, k)(h ± c, k)

  
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   -   (x - h )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ™WÉ≤dG QƒëªdG
 »°SCGQ(h, k ± a)(h, k ± c)

 :å«M ، e =   c _ a   »g óFGõdG ™£≤∏d …õcôªdG ±ÓàN’G á¨«°U  •
.  a  2  +  b  2  =  c  2 

( 4-4 ¢SQódG) á«WhôîªdG ´ƒ£≤dG ´GƒfCG ójóëJ
 É¡J’OÉ©e áHÉàµH á«WhôîªdG ´ƒ£≤dG ´GƒfCG ójóëJ øµªj  •
.õ«ªªdG ∫Éª©à°SÉH hCG ,øµeCG ¿EG á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdÉH áeÉ©dG

äGOôØªdG
172 ¢U »WhôîªdG ™£≤dG

172 ¢U »°Sóæ¡dG πëªdG

172 ¢U ÅaÉµªdG ™£≤dG

172 ¢U IQDƒÑdG

172 ¢U π«dódG

172 ¢U πKÉªàdG Qƒëe

172 ¢U ¢SCGôdG

172 ¢U …QDƒÑdG ôJƒdG

180 ¢U ¢übÉædG ™£≤dG

180 ¢U ¿ÉJQDƒÑdG

180 ¢U ôÑcC’G QƒëªdG

180 ¢U õcôªdG

180 ¢U ô¨°UC’G QƒëªdG

180 ¢U ¿É°SCGôdG

180 ¢U ¿É≤aGôªdG ¿É°SCGôdG

180 ¢U …õcôªdG ±ÓàN’G

189 ¢U óFGõdG ™£≤dG

189 ¢U ¿ÉJQDƒÑdG

189 ¢U õcôªdG

189 ¢U ¿É°SCGôdG

189 ¢U ™WÉ≤dG QƒëªdG

189 ¢U ≥aGôªdG QƒëªdG

∂JGOôØe ôÑàNG
اختر المفردة المناسبة من القائمة أعلاه لإكمال كل جملة فيما يأتي: 

هو الشكل الناتج عن قطع مستو   
لمخروطين دائريين قائمين متقابلين بالرأس كليهما أو أحدهما ، 

بحيث لا يمر المستو بالرأس.

الدائرة هي  للنقاط في المستو التي تبعد المسافة    
نفسها عن نقطة معطاة.

ا على محور تماثله. يكون  القطع المكافئ عموديًّ   

يقع الرأسان المرافقان في  على محوره الأصغر، بينما    
يقع الرأسان على محوره الأكبر.

مجموع بعدي نقطة واقعة على منحنى القطع الناقص عن    
ا ثابتًا .  يساوي مقدارً

د ما إذا كان شكل منحناه     للقطع الناقص هو نسبة تحدِّ
.   c _ a    ا، ويمكن إيجاده باستعمال النسبة ا أو دائريًّ متسعً

   الدائرة هو نقطة تبعد عنها جميع نقاط الدائرة
ا ثابتًا. بعدً

كما يوجد للقطع الناقص رأسان وبؤرتان فإن لِـ  الشيء    
ن من جزئين. نفسه، لكن له خطي تقارب، ومنحناه مكوّ

äGOôØªdG

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO



1(

2(

3(

4(

5(

6(

7(

8(

¢ShQódG á©LGôe

د خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كل مما يأتي، حدِّ
ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.

(x + 3 )  2  = 12( y + 2)   

(x - 2 )  2  = -4( y + 1)   

(x - 5) =   1 _ 
12

   ( y - 3 )  2   

اكتب معادلة القطع المكافئ المعطاة إحداثيات رأسه وبؤرته
في كل مما يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.

F(1, 1) , V(1, 5)   

F(-3, 6) , V(7, 6)   

F(-2, -3) , V(-2, 1)   

F(3, -4) , V(3, -2)   

ق الخصائص المعطاة في كل مما  اكتب معادلة القطع المكافئ الذي يحقِّ
يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.

F(-4, -4) والمنحنى المفتوح إلى اليسار ويمر بالنقطة (0 ,7-)   

F(-1, 4) والمنحنى المفتوح إلى أسفل ويمر بالنقطة (2- ,7)   

F(3, -6) والمنحنى المفتوح إلى أعلى ويمر بالنقطة (2 ,9)   

اكتب معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته (1 , 2) ورأسه (3- , 2) ، ثم 
مثِّل منحناه بيانيًّا.

بما أن البؤرة والرأس يشتركان في الإحداثي x، فإن المنحنى رأسي. 
البؤرة هي (h, k + p)، لذلك فإن قيمة p هي 4 = (3-) - 1 . 

وبما أن p قيمة موجبة، فإن المنحنى مفتوح إلى أعلى.

اكتب معادلة القطع المكافئ على الصورة القياسية باستعمال القيم 
. h, p, k

 á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG  4p(y - k) = (x - h )  2  

p = 4, k = 3, h = 2  4(4)(y + 3) = (x - 2 )  2 

§ u°ùH  16(y + 3) = (x - 2 )  2  

الصورة القياسية للمعادلة هي: 
2  = 16(y + 3)  (  x - 2) . مثّل بيانيًّا كلاًّ 

من الرأس والبؤرة والوتر البؤري، ثم ارسم 
ا بكلا طرفي  منحنى يمر بالرأس، ويمتد مارًّ

الوتر البؤري.

حدد خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كلٍ مما يأتي، ثم مثّل 
منحناه بيانيًّا.

  
(x - 3 )  2 

 _ 
16

   +   
(y + 6 )  2 

 _ 
25

   = 1     
 x  2 

 _ 
9
   +   

 y  2 
 _ 

4
   = 1   

اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي:
الرأسان (3- ,3) , (3- ,7) ، والبؤرتان (3- ,4) , (3- ,6)   

البؤرتان (2 ,9) , (2 ,1) ، وطول المحور الأصغر يساوي 6 وحدات.   

إحداثيات نهايتي المحور الأكبر (4 ,6) , (4 ,4-) و إحداثيات    
نهايتي المحور الأصغر (7 ,1) , (1 ,1)

أوجد معادلة كل دائرة من الدوائر في الحالات الآتية:

المركز (6 ,1-)، وطول نصف القطر 3 وحدات.   24(  

إحداثيات نهايتي القطر عند النقطتين (0 ,0) , (5 , 2) .  25(  

إحداثيات نهايتي القطر عند النقطتين (6- , 2-) , (2- , 4)   26(  

الأكبر  محوره  نهايتي  إحداثيات  الذي  الناقص  القطع  معادلة  اكتب 
(4 ,11) , (4 ,9-) و إحداثيات نهايتي محوره الأصغر (4- ,1) , (12 ,1) .

. a , b استعمل نهايات المحورين الأكبر والأصغر لتحديد
 ô¨°UC’G QƒëªdG ∫ƒW ∞°üf  ôÑcC’G QƒëªdG ∫ƒW ∞°üf  

b =   
12 - (-4)

 _ 
2
   = 8  a =   

11 - (-9)
 _ 

2
   = 10  

مركز القطع الناقص هو نقطة منتصف المحور الأكبر.

 ∞°üàæªdG á£≤f ¿ƒfÉb  (h, k) =  (  
11 + (-9)

 _ 
2
  ,   

12 + (-4)
 _ 

2
  ) 

§ u°ùH  = (1, 4)  

الإحداثيان y لنقطتي نهايتي المحور الأكبر متساويان؛ لذلك فإن المحور 
الأكبر أفقي، وقيمة a مرتبطة بالمتغير x. لذا فإن معادلة القطع الناقص هي:  

  
(x - 1 )  2 

 _ 
100

   +   
(y - 4 )  2 

 _ 
64

   = 1

1
4-1(172 - 179 äÉëØ°üdG) áÄaÉµªdG ´ƒ£≤dG

9(

10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

y

xO

−4

−8

−4

8

4

4 8

F (2, 1)

V (2, −3)

2
4 -2(180 - 187 äÉëØ°üdG) ôFGhódGh á°übÉædG ´ƒ£≤dG

20( 19(

21(

22(

23(
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á«°SÉ°SC’G º«gÉØªdG
( 4 -1 ¢SQódG) áÄaÉµªdG ´ƒ£≤dG

 IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG
 á«°SÉ«≤dG √ÉéJ’G ¢SCGôdG IQDƒÑdG

(y - k )  2  = 4 c(x - h) »≤aCG(h, k)(h + c, k)

(x - h )  2  = 4 c(y - k) »°SCGQ(h, k)(h, k + c)

. IQDƒÑdG ™bƒe p áª«b OóëJ  •

( 4 -2 ¢SQódG) ôFGhódGh á°übÉædG ´ƒ£≤dG

 IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG
 á«°SÉ«≤dG√ÉéJ’G¿É°SCGôdG ¿ÉJQDƒÑdG

   (x - h )  2 
 _ 

 a  2 
   +   

(y - k )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ôÑcC’G QƒëªdG
 »≤aCG(h ± a, k)(h ± c, k)

  
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   +   (x - h )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ôÑcC’G QƒëªdG
»°SCGQ(h, k ± a)(h, k ± c)

 :å«M ، e =   c _ a   »g ¢übÉædG ™£≤∏d …õcôªdG ±ÓàN’G á¨«°U  •
.  a  2  -  b  2  =  c  2 

 ∞°üfh (h, k) Égõcôe »àdG IôFGódG ádOÉ©ªd á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG  •
. (x - h )  2  + (y - k )  2  =  r  2  »g r Égô£b

( 4-3 ¢SQódG)  IóFGõdG ´ƒ£≤dG

 IQƒ°üdG »a ádOÉ©ªdG
 á«°SÉ«≤dG√ÉéJ’G¿É°SCGôdG¿ÉJQDƒÑdG

   (x - h )  2 
 _ 

 a  2 
   -   

(y - k )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ™WÉ≤dG QƒëªdG
»≤aCG(h ± a, k)(h ± c, k)

  
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   -   (x - h )  2 
 _ 

 b  2 
   = 1

 ™WÉ≤dG QƒëªdG
 »°SCGQ(h, k ± a)(h, k ± c)

 :å«M ، e =   c _ a   »g óFGõdG ™£≤∏d …õcôªdG ±ÓàN’G á¨«°U  •
.  a  2  +  b  2  =  c  2 

( 4-4 ¢SQódG) á«WhôîªdG ´ƒ£≤dG ´GƒfCG ójóëJ
 É¡J’OÉ©e áHÉàµH á«WhôîªdG ´ƒ£≤dG ´GƒfCG ójóëJ øµªj  •
.õ«ªªdG ∫Éª©à°SÉH hCG ,øµeCG ¿EG á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdÉH áeÉ©dG

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO

¢ShQódG á©LGôe

د خصائص القطع المكافئ المعطاة معادلته في كل مما يأتي، حدِّ
ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.

(x + 3 )  2  = 12( y + 2)   

(x - 2 )  2  = -4( y + 1)   

(x - 5) =   1 _ 
12

   ( y - 3 )  2   

اكتب معادلة القطع المكافئ المعطاة إحداثيات رأسه وبؤرته
في كل مما يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.

F(1, 1) , V(1, 5)   

F(-3, 6) , V(7, 6)   

F(-2, -3) , V(-2, 1)   

F(3, -4) , V(3, -2)   

ق الخصائص المعطاة في كل مما  اكتب معادلة القطع المكافئ الذي يحقِّ
يأتي، ثم مثِّل منحناه بيانيًّا.

F(-4, -4) والمنحنى المفتوح إلى اليسار ويمر بالنقطة (0 ,7-)   

F(-1, 4) والمنحنى المفتوح إلى أسفل ويمر بالنقطة (2- ,7)   

F(3, -6) والمنحنى المفتوح إلى أعلى ويمر بالنقطة (2 ,9)   

اكتب معادلة القطع المكافئ الذي بؤرته (1 , 2) ورأسه (3- , 2) ، ثم 
مثِّل منحناه بيانيًّا.

بما أن البؤرة والرأس يشتركان في الإحداثي x، فإن المنحنى رأسي. 
البؤرة هي (h, k + p)، لذلك فإن قيمة p هي 4 = (3-) - 1 . 

وبما أن p قيمة موجبة، فإن المنحنى مفتوح إلى أعلى.

اكتب معادلة القطع المكافئ على الصورة القياسية باستعمال القيم 
. h, p, k

 á«°SÉ«≤dG IQƒ°üdG  4p(y - k) = (x - h )  2  

p = 4, k = 3, h = 2  4(4)(y + 3) = (x - 2 )  2 

§ u°ùH  16(y + 3) = (x - 2 )  2  

الصورة القياسية للمعادلة هي: 
2  = 16(y + 3)  (  x - 2) . مثّل بيانيًّا كلاًّ 

من الرأس والبؤرة والوتر البؤري، ثم ارسم 
ا بكلا طرفي  منحنى يمر بالرأس، ويمتد مارًّ

الوتر البؤري.

حدد خصائص القطع الناقص المعطاة معادلته في كلٍ مما يأتي، ثم مثّل 
منحناه بيانيًّا.

  
(x - 3 )  2 

 _ 
16

   +   
(y + 6 )  2 

 _ 
25

   = 1     
 x  2 

 _ 
9
   +   

 y  2 
 _ 

4
   = 1   

اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقق الخصائص المعطاة في كل مما يأتي:
الرأسان (3- ,3) , (3- ,7) ، والبؤرتان (3- ,4) , (3- ,6)   

البؤرتان (2 ,9) , (2 ,1) ، وطول المحور الأصغر يساوي 6 وحدات.   

إحداثيات نهايتي المحور الأكبر (4 ,6) , (4 ,4-) و إحداثيات    
نهايتي المحور الأصغر (7 ,1) , (1 ,1)

أوجد معادلة كل دائرة من الدوائر في الحالات الآتية:

المركز (6 ,1-)، وطول نصف القطر 3 وحدات.   24(  

إحداثيات نهايتي القطر عند النقطتين (0 ,0) , (5 , 2) .  25(  

إحداثيات نهايتي القطر عند النقطتين (6- , 2-) , (2- , 4)   26(  

الأكبر  محوره  نهايتي  إحداثيات  الذي  الناقص  القطع  معادلة  اكتب 
(4 ,11) , (4 ,9-) و إحداثيات نهايتي محوره الأصغر (4- ,1) , (12 ,1) .

. a , b استعمل نهايات المحورين الأكبر والأصغر لتحديد
 ô¨°UC’G QƒëªdG ∫ƒW ∞°üf  ôÑcC’G QƒëªdG ∫ƒW ∞°üf  

b =   
12 - (-4)

 _ 
2
   = 8  a =   

11 - (-9)
 _ 

2
   = 10  

مركز القطع الناقص هو نقطة منتصف المحور الأكبر.

 ∞°üàæªdG á£≤f ¿ƒfÉb  (h, k) =  (  
11 + (-9)

 _ 
2
  ,   

12 + (-4)
 _ 

2
  ) 

§ u°ùH  = (1, 4)  

الإحداثيان y لنقطتي نهايتي المحور الأكبر متساويان؛ لذلك فإن المحور 
الأكبر أفقي، وقيمة a مرتبطة بالمتغير x. لذا فإن معادلة القطع الناقص هي:  

  
(x - 1 )  2 

 _ 
100

   +   
(y - 4 )  2 

 _ 
64

   = 1

1
4-1(172 - 179 äÉëØ°üdG) áÄaÉµªdG ´ƒ£≤dG

9(

10(

11(

12(

13(

14(

15(

16(

17(

18(

y

xO

−4

−8

−4

8

4

4 8

F (2, 1)

V (2, −3)

2
4 -2(180 - 187 äÉëØ°üdG) ôFGhódGh á°übÉædG ´ƒ£≤dG

20( 19(

21(

22(

23(
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د خصائص القطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي، حدِّ
ثم مثّل منحناه بيانيًّا.

  
(y + 3 )  2 

 _ 
30

   -   
(x - 6 )  2 

 _ 
8
   = 1   

  
(x + 7 )  2 

 _ 
18

   -   
(y - 6 )  2 

 _ 
36

   = 1   

  
(y - 1 )  2 

 _ 
4
   - (x + 1 )  2  = 1   

 x  2  -  y  2  - 2x + 4y - 7 = 0   

اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة
في كل مما يأتي:

الرأسان (0 ,7-) , (0 ,7) ، طول المحور المرافق 8.   

البؤرتان (5- ,0) , (5 ,0) ، والرأسان (3- ,0) ,(3 ,0).   

البؤرتان (5- ,1) , (15 ,1) ، وطول المحور القاطع 16.   

. y = ±   3 _ 
2
    x الرأسان (0 ,2-) , (0 ,2) ، وخطا التقارب   

    بيانيًّا.
(y + 3 )  2 

 _ 
16

   -   
(x + 1 )  2 

 _ 
4
مثّل معادلة القطع الزائد الذي معادلته 1 =   

� √   = h = -1 , k = -3, a في هذه المعادلة: 4 =   16,

 b =   √ � 4   = 2, c =   √ ��� 16 + 4   =  2  √ � 5  
د خصائص القطع الزائد. حدّ

راسي  الاتجاه: 
(h, k)   (-1, -3) المركز: 

(h, k ± a)   (-1, 1), (-1, -7) الرأسان: 
(h, k ± c)   (-1, -3 + 2  √ � 5  ) البؤرتان: 

(-1, -3 - 2  √ � 5  )  

y - k = ±   a _ 
b
   (x - h)      y + 3 = 2(x + 1) خطا التقارب: 

 y + 3 = -2(x + 1) َو  

عيِّن المركز والرأسين والبؤرتين وخطي
 التقارب، ثم ارسم المستطيل الذي قطراه

 محمولان على خطي التقارب، ثم مثِّل القطع 
الزائد بيانيًّا بحيث يمس جانبي المستطيل عند

ا بين امتداد قطريه.  رأسيه ويكون محصورً

د نوع القطع المخروطي الذي تمثِّله كل معادلة مما يأتي دون كتابتها  حدِّ
على الصورة القياسية:

 x  2  - 4 y  2  - 6x - 16y - 11 = 0   

4 y  2  - x - 40y + 107 = 0   

9 x  2  + 4 y  2  + 162x + 8y + 732 = 0   

اكتب المعادلة 3x2 + 3y2 - 12x + 30y + 39 = 0 على الصورة 
د نوع القطع المخروطي الذي تمثِّله. القياسية، ثم حدِّ

 3x2 + 3y2 - 12x + 30y + 39 = 0

3(x2 - 4x + �) + 3(y2 + 10y + �) = -39 + 3(�) + 3(�)

3(x2 - 4x + 4) + 3(y2 + 10y + 25) = -39 + 3(4) + 3(25)

 3(x - 2)2 + 3(y + 5)2 = 48
 (x - 2)2 + (y + 5)2 = 16

بما أن المعادلة على الصورة 2 + (y - k)2 = r2(x - h) فإنها معادلة 
دائرة مركزها (5- ,2).

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO
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27(

28(

29(

30(

31(

32(

33(

34(

y

xO

−8

−4

−12

−4−8

4

4 8

4
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35(

36(

37(

ا  ا على شكل قطع مكافئ مقامً SGƒbCG¢: يوضح الشكل المجاور قوسً   
(4-1 ¢SQódG) .ه عند بوابة متنزّ

اكتب معادلة القطع المكافئ التي يمكن أن يمثِّلها هذا القوس   (a  
بصورة تقريبية.

أوجد موقع بؤرة هذا القطع المكافئ.  (b  

جات على  AÉªdG ácôM: أحدث سقوط حجر في بركة ماء تموّ   
شكل دوائر متسعة متحدة المركز. افترض أن أنصاف أقطار هذه 

( 4 -2 ¢SQódG) .الدوائر تزداد بمعدل 3 بوصات في الثانية

لة بعد 10 ثوانٍ من سقوط الحجر في  اكتب معادلة الدائرة المتشكِّ  (a  
ا أن نقطة سقوط الحجر هي نقطة الأصل. البركة، مفترضً

.x  2  +  y  2  = 225   الدوائر الموجية هي معادلة إحد  (b  
بعد كم ثانية من سقوط الحجر في البركة تكونت هذه الدائرة؟

م  ábÉW: تكون أبراج تبريد محطات توليد الطاقة على شكل مجسّ   
م هو قطع  ناشئ عن دوران قطع زائد، والمقطع العرضي لهذا المجسّ

( 4-3 ¢SQódG) .زائد
اكتب معادلة المقطع العرضي لبرج ارتفاعه ft 50 ، وعرضه عند   (a  

.30 ft أضيق نقطة
إذا زادت نسبة ارتفاع البرج إلى عرضه عند أضيق نقطة، فكيف   (b  

تتأثر معادلة المقطع العرضي له؟

ا مخروطيًّا.  لاً قطعًّ Aƒ°V: ينعكس ضوء مصباح على حائط مشكِّ   
 .3 y  2  - 2y - 4 x  2  + 2x - 8 = 0  افترض أن معادلة القطع هي

( 4-4 ¢SQódG)  . د نوع القطع حدّ

πFÉ°ùeh äÉ≤«Ñ£J

25 ft

90 ft

38(

39(

40(

41(
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د خصائص القطع الزائد المعطاة معادلته في كل مما يأتي، حدِّ
ثم مثّل منحناه بيانيًّا.

  
(y + 3 )  2 

 _ 
30

   -   
(x - 6 )  2 

 _ 
8
   = 1   

  
(x + 7 )  2 

 _ 
18

   -   
(y - 6 )  2 

 _ 
36

   = 1   

  
(y - 1 )  2 

 _ 
4
   - (x + 1 )  2  = 1   

 x  2  -  y  2  - 2x + 4y - 7 = 0   

اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة
في كل مما يأتي:

الرأسان (0 ,7-) , (0 ,7) ، طول المحور المرافق 8.   

البؤرتان (5- ,0) , (5 ,0) ، والرأسان (3- ,0) ,(3 ,0).   

البؤرتان (5- ,1) , (15 ,1) ، وطول المحور القاطع 16.   

. y = ±   3 _ 
2
    x الرأسان (0 ,2-) , (0 ,2) ، وخطا التقارب   

    بيانيًّا.
(y + 3 )  2 

 _ 
16

   -   
(x + 1 )  2 

 _ 
4
مثّل معادلة القطع الزائد الذي معادلته 1 =   

� √   = h = -1 , k = -3, a في هذه المعادلة: 4 =   16,

 b =   √ � 4   = 2, c =   √ ��� 16 + 4   =  2  √ � 5  
د خصائص القطع الزائد. حدّ

راسي  الاتجاه: 
(h, k)   (-1, -3) المركز: 

(h, k ± a)   (-1, 1), (-1, -7) الرأسان: 
(h, k ± c)   (-1, -3 + 2  √ � 5  ) البؤرتان: 

(-1, -3 - 2  √ � 5  )  

y - k = ±   a _ 
b
   (x - h)      y + 3 = 2(x + 1) خطا التقارب: 

 y + 3 = -2(x + 1) َو  

عيِّن المركز والرأسين والبؤرتين وخطي
 التقارب، ثم ارسم المستطيل الذي قطراه

 محمولان على خطي التقارب، ثم مثِّل القطع 
الزائد بيانيًّا بحيث يمس جانبي المستطيل عند

ا بين امتداد قطريه.  رأسيه ويكون محصورً

د نوع القطع المخروطي الذي تمثِّله كل معادلة مما يأتي دون كتابتها  حدِّ
على الصورة القياسية:

 x  2  - 4 y  2  - 6x - 16y - 11 = 0   

4 y  2  - x - 40y + 107 = 0   

9 x  2  + 4 y  2  + 162x + 8y + 732 = 0   

اكتب المعادلة 3x2 + 3y2 - 12x + 30y + 39 = 0 على الصورة 
د نوع القطع المخروطي الذي تمثِّله. القياسية، ثم حدِّ

 3x2 + 3y2 - 12x + 30y + 39 = 0

3(x2 - 4x + �) + 3(y2 + 10y + �) = -39 + 3(�) + 3(�)

3(x2 - 4x + 4) + 3(y2 + 10y + 25) = -39 + 3(4) + 3(25)

 3(x - 2)2 + 3(y + 5)2 = 48
 (x - 2)2 + (y + 5)2 = 16
بما أن المعادلة على الصورة 2 + (y - k)2 = r2(x - h) فإنها معادلة 

دائرة مركزها (5- ,2).

á©LGôªdG h á°SGQódG π«dO
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−8

−4

−12
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4
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35(

36(

37(

ا  ا على شكل قطع مكافئ مقامً SGƒbCG¢: يوضح الشكل المجاور قوسً   
(4-1 ¢SQódG) .ه عند بوابة متنزّ

اكتب معادلة القطع المكافئ التي يمكن أن يمثِّلها هذا القوس   (a  
بصورة تقريبية.

أوجد موقع بؤرة هذا القطع المكافئ.  (b  

جات على  AÉªdG ácôM: أحدث سقوط حجر في بركة ماء تموّ   
شكل دوائر متسعة متحدة المركز. افترض أن أنصاف أقطار هذه 

( 4 -2 ¢SQódG) .الدوائر تزداد بمعدل 3 بوصات في الثانية

لة بعد 10 ثوانٍ من سقوط الحجر في  اكتب معادلة الدائرة المتشكِّ  (a  
ا أن نقطة سقوط الحجر هي نقطة الأصل. البركة، مفترضً

.x  2  +  y  2  = 225   الدوائر الموجية هي معادلة إحد  (b  
بعد كم ثانية من سقوط الحجر في البركة تكونت هذه الدائرة؟

م  ábÉW: تكون أبراج تبريد محطات توليد الطاقة على شكل مجسّ   
م هو قطع  ناشئ عن دوران قطع زائد، والمقطع العرضي لهذا المجسّ

( 4-3 ¢SQódG) .زائد
اكتب معادلة المقطع العرضي لبرج ارتفاعه ft 50 ، وعرضه عند   (a  

.30 ft أضيق نقطة
إذا زادت نسبة ارتفاع البرج إلى عرضه عند أضيق نقطة، فكيف   (b  

تتأثر معادلة المقطع العرضي له؟

ا مخروطيًّا.  لاً قطعًّ Aƒ°V: ينعكس ضوء مصباح على حائط مشكِّ   
 .3 y  2  - 2y - 4 x  2  + 2x - 8 = 0  افترض أن معادلة القطع هي

( 4-4 ¢SQódG)  . د نوع القطع حدّ

πFÉ°ùeh äÉ≤«Ñ£J

25 ft

90 ft

38(
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اكتب معادلة القطع الناقص الذي يحقِّق الخصائص المعطاة في السؤالين 
الآتيين:

الرأسان (4- ,3-) , (4- ,7) ، والبؤرتان (4- ,2-) , (4- ,6).   

البؤرتان (9- ,2-) , (1 ,2-) ، وطول المحور الأكبر 12.   

Oó©àe øe QÉ«àNG: ما قيمة c التي تجعل منحنى المعادلة    

 x  2  + c y  2  + 2x - 2y - 18 = 0 4  دائرةً؟

4  C  -8  A  

8  D  -4  B  

ا ، تظهر أسلاكه على شكل  ا معلقً Qƒ°ùL: يمثِّل الشكل أدناه جسرً   
قطوع مكافئة .

400m

80m

  

افترض أن أدنى نقطة لحزمة الأسلاك تقع على ارتفاع m 5 عن سطح    
الطريق، وأن البؤرة ترتفع عن الرأس مسافة m 373 تقريبًا . اكتب 

معادلة القطع المكافئ. 

اكتب معادلة القطع الزائد الذي يحقق الخصائص المعطاة في السؤالين 
الآتيين:

.y = ±   2 _ 
3
   x الرأسان (0 ,3-) , (0 ,3) ، وخطا التقارب   

البؤرتان (8 ,8) , (0 ,8) ، والرأسان (6 ,8) , (2 ,8)   

مثِّل بيانيًّا منحنى القطع الزائد المعطاة معادلته في السؤالين 7 وَ   8:

  
 x  2 

 _ 
64

   -   
(y - 4 )  2 

 _ 
25

   = 1   

  
(y + 3 )  2 

 _ 
4
   -   

(x + 6 )  2 
 _ 

36
   = 1   

Oó©àe øe QÉ«àNG: أيّ قطع ناقص مما يأتي له أكبر اختلاف    
مركزي؟

 C   A  y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

  

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

  
 D   B  y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

  

y

O

−4

−8

−4−8

8

4

4 8 x

  

المكافئين  القطعين  من  كل  معادلة  والرأس V، اكتب   F البؤرة  مستعملاً 
الآتيين، ثم مثِّل منحنييهما بيانيًّا.

 F(2, 8) , V(2, 10)   
F(2, 5) , V(-1, 5)   

مثِّل منحنى القطع الناقص المعطاة معادلته في كل من السؤالين الآتيين:

  
(x - 5 )  2 

 _ 
49

   +   
(y + 3 )  2 

 _ 
9
   = 1   

(x + 3 )  2  +   
(y + 6 )  2 

 _ 
81

   = 1   

π°üØdG QÉÑàNG

1(

2(

3(

4(

5(
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7(
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10(
11(

12(

13(



≠``«°üdG

∫GhódG ≈∏Y äÉ«∏ª©dG

™ªédG(  f + g ) (x) = f (x) + g (x)Üô°†dG(  f · g) (x) = f (x) · g(x)

ìô£dG(  f - g) (x) = f (x) - g (x)áª°ù≤dG (  
 f 
 _ g  ) ( x ) =   

f(x)
 _ 

g(x)
   , g(x) ≠ 0

á«ªàjQÉZƒ∏dGh á«°SC’G ∫GhódG

Iƒ≤dG ºàjQÉZƒd á«°UÉNlo g  b   x  p  = p lo g  b  xÖcôªdG íHôdGA = P  (1 +   r _ n  )   nt 

¢SÉ°SC’G ô««¨J á¨«°Ulo g  b  x =   
lo g  a  x

 _ 
 lo g  a  b

  äÉªàjQÉZƒ∏dG »a Üô°†dG á«°UÉNlo g  b  xy = lo g  b  x + lo g  b  y

 »a áª°ù≤dG á«°UÉN
äÉªàjQÉZƒ∏dGlo g  b    

x _ y   = lo g  b  x - lo g  b  y

á«WhôîªdG ´ƒ£≤dG

ÅaÉµªdG ™£≤dG(y - k )  2  = 4p(x - h) أو (x - h )  2  = 4p(y - k)IôFGódG (x - h )  2  + (y - k ) 2  =  r  2  أو  x  2  +  y  2  =  r  2 

¢übÉædG ™£≤dG
  
(x - h ) 2 

 _ 
 a  2 

   +   
(y - k )  2 

 _ 
 b  2 

   = 1 

  
(x -  h) 2 

 _ 
 b  2 

   +   
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   = 1
óFGõdG ™£≤dG

  
(x -  h) 2 

 _ 
 a  2 

   -   
(y - k ) 2 

 _ 
 b  2 

   = 1 

  
(y - k )  2 

 _ 
 a  2 

   -   
(x - h )  2 

 _ 
 b  2 

   = 1

á«ã∏ãªdG äÉ≤HÉ£àªdG

á«Ñ°ùædG äÉ≤HÉ£àªdGcot θ =   cos θ _ 
sin θ

   tan θ =   sin θ _ 
cos θ

  

Üƒ∏≤ªdG äÉ≤HÉ£àe
sin θ =   1 _ 

csc θ
   cos θ =   1 _ 

sec θ
   tan θ =   1 _ 

cot θ
  

csc θ =   1 _ 
sin θ

   sec θ =   1 _ 
cos θ

   cot θ =   1 _ 
tan θ

  

¢SQƒZÉã«a äÉ≤HÉ£àe  sin  2  θ +  cos  2  θ = 1 ta n  2  θ + 1 = se c  2  θ co t  2  θ + 1 = cs c  2  θ

 ø«àjhGõdG äÉ≤HÉ£àe
ø«àeÉààªdG

sin θ = cos  (  π _ 
2
   - θ)  tan θ = cot  (  π _ 

2
   - θ)  sec θ = csc  (  π _ 

2
   - θ) 

cos θ = sin  (  π _ 
2
   - θ)  cot θ = tan  (  π _ 

2
   - θ)  csc θ = sec  (  π _ 

2
   - θ) 

 á«LhõdG ∫GhódG äÉ≤HÉ£àe
ájOôØdG hCG

sin (-θ) = -sin θ cos (-θ) = cos θ tan (-θ) = -tan θ

csc (-θ) = -csc θ sec (-θ) = sec θ cot (-θ) = -cot θ

¥ôØdGh ´ƒªéªdG äÉ≤HÉ£àe

cos (A + B) = cos A cos B - sin A sin B cos (A - B) = cos A cos B + sin A sin B

sin (A + B) = sin A cos B + cos A sin B sin (A - B) = sin A cos B - cos A sin B

tan (A + B) =   tan A + tan B
  __  

1 - tan A tan B
   tan (A - B) =   tan A - tan B  __  

1 + tan A tan B
  

ájhGõdG ∞©°V äÉ≤HÉ£àe
cos 2θ = co s  2  θ - si n  2  θ cos 2θ = 2 co s  2  θ - 1 cos 2θ = 1 - 2 si n  2  θ

sin 2θ = 2 sin θ cos θ tan 2θ =   2 tan θ _ 
1 - ta n  2  θ

  

ájhGõdG ∞°üf äÉ≤HÉ£àesin   θ _ 
2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

2
     cos   θ _ 

2
   = ±   √ ����   1 + cos θ

 _ 
2
     tan   θ _ 

2
   = ±   √ ����   1 - cos θ _ 

1 + cos θ
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≠«°üdG

á«KGóME’G á°Sóæ¡dG

áaÉ°ùªdGd =   √ ���������  (x2 - x1)2 + (y2 - y1)2  ∞°üàæªdG á£≤fM =  (  
x1 + x2 _ 

2
  ,   

y1 + y2
 _ 

2
  ) 

π«ªdGm =   
y2 - y1

 _ x2 - x1
  , x2 ≠ x1

OhóëdG äGô«ãc

ΩÉ©dG ¿ƒfÉ≤dGx =   -b ±  √ ���� b2 - 4ac  
  __ 

2 a
   , a ≠ 0¥ôØdG ™Hôe(a - b)2  = a2 - 2ab + b2

´ƒªéªdG ™Hôe(a + b)2  = a 2 + 2ab + b 2ø«©Hôe ø«H ¥ôØdG a   2  -  b   2  = (a - b)(a + b)

(ΩC’G) á°ù«FôdG ∫Ghó∏d »fÉ«ÑdG π«ãªàdG

IójÉëªdG ádGódG

O

y

x

y = x

á≤∏£ªdG áª«≤dG ádGO

O

y

x

y = |x|

á«©«HôàdG ádGódG

O

y

x

y = x 2

áàHÉãdG ádGódG

y

xO

f (x) = c

í«ë°U OóY ôÑcCG ádGO

y

xO

f (x) = x

»©«HôàdG QòédG ádGO

(0, 0)

O

y

x

y =    x, x ≥ 0 

Üƒ∏≤ªdG ádGO

O x

y =    , x ≠ 0 1
x

y

á«Ñ«©µàdG ádGódG

y

xO

f (x)=x3

á°UÉîdG ÉjGhõdG ¢†©Ñd á«ã∏ãªdG ∫GhódG º«b     

π  π _ 
2
    π _ 

3
    π _ 

4
    π _ 

6
  0ájhGõdG

01    
 
 √ � 3  
 _ 

2
      

 
 √ � 2  
 _ 

2
    1 _ 

2
  0sin θ

-10  1 _ 
2
      

 
 √ � 2  
 _ 

2
      

 
 √ � 3  
 _ 

2
  1cos θ

ف0    غير معرّ
 √ � 3  1    

 
 √ � 3  
 _ 

3
  0tan θ
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IóMƒdG IôFGO »a ∫GhO

á°UÉîdG ÉjGhõ∏d á«ã∏ãªdG ∫GhódG º«b ¢†©H

á«°SÉ°SC’G á«ã∏ãªdG ∫Ghó∏d »fÉ«ÑdG π«ãªàdG

y = tan θ y = cos θ y = sin θ ádGódG

90°
-1

-2

1

2

-90° 270° 450°

y

θO

y = tan θ



θ

y

1

-1

540°360°450°270°180°90°O

y = cos θ





θ

y

1

-1

540°360°450°270°180°90°O

y = sin θ





 π«ãªàdG
»fÉ«ÑdG

30° ،60° ،90°

  sin 30° =   1 _ 
2
   cos 30° =     

√ � 3  
 _ 

2
     tan 30° =     

√ � 3  
 _ 

3
    

 sin 60° =     
√ � 3  

 _ 
2
    cos 60° =   1 _ 

2
    tan 60° =   √ � 3    

45° ،45° ،90°

 sin 45° =     
 
 √ � 2  
 _ 

2
     cos 45° =     

 
 √ � 2  
 _ 

2
     tan 45° = 1

30°

60° 2x

x √�

x

3

45°

45°
x √�x

x

2

 ,P(x, y) á£≤ædG »a IóMƒdG IôFGO »°SÉ«≤dG ™°VƒdG »a áeƒ°SôªdG θ ájhGõ∏d AÉ¡àf’G ™∏°V ™£b GPEG

 P(x, y) = P(cos θ, sin θ):¿CG …CG ,cos θ = x , sin θ = y  ¿EÉa

P(x, y) = P(cos 120°, sin 120°) ¿EÉa θ = 120° :âfÉc GPEG  :∫Éãe

y

xO(-1, 0)

(1, 0)

(0, 1)

(0, -1)

θ

P(cos θ, sin θ)
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RƒeôdG

R á«≤«≤ëdG OGóYC’G áYƒªée

Q á«Ñ°ùædG OGóYC’G áYƒªée

I á«Ñ°ùædG ô«Z OGóYC’G áYƒªée

Z áë«ë°üdG OGóYC’G áYƒªée

W á«∏µdG OGóYC’G áYƒªée

N á«©«Ñ£dG OGóYC’G áYƒªée

f(x) x ô«¨àªH f ádGO

≈ É kÑjô≤J …hÉ°ùj

f(x) = { ∞jô©àdG IOó©àªdG ádGódG

f(x) =  x á≤∏£ªdG áª«≤dG ádGO

f(x) = [ x ] í«ë°U OóY ôÑcCG ádGO

f(x, y) øjô«¨àªH ádGO

i á«∏«îàdG IóMƒdG

[ f ◦ g](x) g nh f ø«àdGódG Ö«côJ

f -1(x) f ádGó∏d á«°ùµ©dG ádGódG

 b    
1 _ n    =   

n
 √ � b  b `d »fƒædG QòédG

Am×n m×n É¡àÑJQ áaƒØ°üe

a i j A áaƒØ°üªdG øe j Oƒª©dGh i ∞°üdG »a ô°üæ©dG

|A| A áaƒØ°üªdG IOóëe

D ∫ÉéªdG

� ióªdG

A-1 A áaƒØ°üª∏d »Hô°†dG ô«¶ædG

-A A áaƒØ°üª∏d »©ªédG ô«¶ædG

I IóMƒdG áaƒØ°üe

n! n ÖLƒªdG í«ë°üdG Oó©dG Ühô°†e

∑ ´ƒªéªdG

A' ºªàªdG çóëdG

P(A) A çóëdG ∫ÉªàMG

P(B � A) A •ô°ûH B ∫ÉªàMG

nPr Iôe πc »a r IPƒNCÉe n πjOÉÑJ OóY

nCr Iôe πc »a r IPƒNCÉe n ≥«aGƒJ OóY

sin x  Ö«édG ádGO

cos x ΩÉªàdG Ö«L ádGO

tan x π¶dG ádGO

cot x π¶dG Üƒ∏≤e ádGO

csc x Ö«édG Üƒ∏≤e ádGO

sec x ΩÉªàdG Ö«L Üƒ∏≤e ádGO

sin-1 x Ö«édG ¢Sƒµ©e ádGO

cos-1 x ΩÉªàdG Ö«L ¢Sƒµ©e ádGO

tan-1 x π¶dG ¢Sƒµ©e ádGO
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