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عزيزي الطالب :


	لما روعي من تنوع التمارين و الأفكار الواردة في موضوع التكامل فقد وضعنا بين يديك مجموعة من التمارين المتنوعة و التي تشتمل على كثير من الأفكار و أمام كل تمرين أعطينا فكرة بسيطة للحل و ذلك لا بد أن تتطلع على القواعد الأساسية للتكامل و بعض النتائج الهامة المتعلقة بالموضوع و كذلك العلاقات المثلثية التي لا غنى عنها في بعض المسائل و سنبدأ الموضوع بعرض هذه القواعد و النتائج و العلاقات المثلثية ثم مجموعة من التمارين و التي ورد أغلبها في اختبارات و زاوية سابقة تشمل التكامل غير المحدد و خواص التكامل المحدد و كذلك الدالة الأسية و اللوغاريتمية ( اشتقاق و تكامل ) ، و أخيراً نسأل الله أن يجعل في ذلك النفع و الفائدة .


مع أطيب أمنياتنا لكم بالتوفيق و النجاح .








إعداد معلما المادة :


الأستاذ /                                  لأستاذ /





أيمن  حسونة.                  شعبان  قاسم








القواعد الأساسية للتكامل :





1-      أ ء س = أ س + ث ( حيث أ عدد حقيقي ثابت  )  أ Э  ح*                                             .





2-      سن ء س =  سن +1   + ث    ( ن ≠ - 1 )   ن Э ن – { 1 }                        .


                           ن + 1


3-       ( أ س + ب ) ن  د س =   1   ( أ س + ب ) ن + 1   + ب      ،    ن ≠  - 1           


                                            أ          ن + 1 


4-        دَ ( س ) 0 د س = د ( س ) + ث 





5-        جا س ء س = - جتا س + ث 


 


6-         جتا س ء س = جا س + ث 





7-          قا2 س ء س = ظا س + ث 





8-          قتا2 س ء س = - ظتا س + ث





9-          قا س  ظا س ء س =  قا س + ث 





10-        قتا س  ظتا س ء س =  - قتا س + ث 





11-        ظا س  د س = - لو جتا س + ث 





              ظتا س  د س = لو جا س + ث 





              قا س  د س = لو ( قا س + ظا س ) + ث


 


             قتا س  د س = - لو ( قتا س + ظتا س ) + ث 





12-       جا2س  د س=  1  ( س - 1  جتا 2 س ) د س =  1  ( س -  1  جا 2 س ) + ث


                                2           2                            2            2





ث  Эح  ، ن مجموعة الأعداد النسبية 
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 و إليك بعض النتائج الهامة و العلاقات المثلثية التي تستخدم في حل كثير من التمارين و هــي : 


نتائج هـامة جــداً :


تكامل أي دالة مثلثية يساوي تكامل الدالة نفسها مقسوماً على مشتقة زاويتها فمثلاً :





         جا أ س ء س =  - 1 جتا  أ س + ث  ،    قتا2 أ س ء س = - ظتا أ س  + ث


                                       أ                                                  أ


 ،      جتا أ س ء س =  1 جا أ س  + ث     ،    قا2 أ س ء س =  ظا أ س  + ث 


                                    أ                                                  أ   


 ،      قا أ س ظا أ س ء س =  قا أ س  + ث ،   قتا أ س ظتا أ س ء س = - قتا س  + ث


                                           أ                                                      أ


( حيث أ عدد حقيقي ثابت ≠  الصفر )


2-     [ د ( س ) ]ن 0 ( دَ ( س ) ) ء س = [ د ( س ) ]ن + 1       حيث ن ≠ -1 


                                                           ن + 1 


3-      د ( أ س + ب ) د س =  1  ل ( أ س + ب ) + ث 


                                         أ


 4-     جان  د ( س ) 0 جتا د ( س ) 0 دَ ( س ) ء س =  جا ن+1  د ( س ) + ث


                                                                                                ن + 1         


  ،      جتان  د ( س ) 0 جا ( س ) 0 دَ ( س ) ء س =  - جتا ن+1  د ( س ) + ث 


                                                                       ن + 1


( مع ملاحظة أن ب Э ح ، أ ≠ الصفر ) 


 بعض العلاقات المثلثية الهامة :





1- ظا هـ =  جا هـ    ،  ظتا هـ =  جتا هـ    ،   قا هـ =    1      ،   قتا هـ =    1   


                جتا هـ                     جا هـ                   جتا هـ                   جا هـ 


2- جا2 س + جتا2 س = 1





      جا2 س = 1 – جتا2 س                           


      جتا2 س = 1 – جا2 س                           ظتا2 س = قتا2 س – 1


     ظا2 س = قا2 س – 1 





3-   جا2 س =  1  ( 1 – جتا 2 س )  ،   جتا2 س =  1  ( 1 + جتا 2 س )


                    2                                              2


4-  قا س 0 جا س = ظا س  ،  قتا س 0 جتا س = ظتا س  ،  جا س = جتا س 0 ظتا س   
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∫





و منه





  5- قا س 0 جتا س = 1   ،    قتا س 0 جا س = 1   ،      ظا س 0 ظتا س = 1 


                                                                       


6- جا 2 س = 2 جا س جتا س       ،   جتا 2 س = 




















إذا كانت الدالة على الصورة   س   أ  ∓  س    د س   أو         س2  أ + س   د س





   أو          أ   +   س     =  س        لا بد من استخدام طريقة التعويض 


              ( ب + س )2 


          





أوجد     ( س - 3  )   س + 2     د


الحل


 بفرض  س + 2 = ص 


               س = ص - 2                 التكامل  =     ( ص - 5 ) 0 ص    د ص  


           د س = د ص                             


                                                        =     ( ص - 5 ص  )   د ص


                                                       


                                                        =       ص   - 5 ×      ص   + ث 





                                                    =       ( س + 2 )  -       ( س + 2 ) + ث   


   


 


                      =   ( ( س + 2 ) – 5 ) ( س + 2 )    = س


                      


                      =    [ ( س + 2 )    - 5( س + 2 )    ] د س





                      =       ( س + 2 )   - 5 ×       ( س + 2 )   + ث


                    


                     =        ( س + 2 )    -         ( س + 2 )    + ث                                                            





جتا2 س – جا2 س                                                       2 جتا2 س – 1                                                 1 – 2 جا2 س 
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حل آخر
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                                             د س          نفرض  س - 3 = ص


                                                                      س = ص + 3


     =        ( 2 ص + 3 0 ص-3 د ص                      د س = د ص      


  


     =        ( 2 ص –2 + 3 ص-3 ) د ص          =                + 








                                                            =    -                  - 








                                                            =   ( 1 -      ) – (       -       ) = 











     تطبيقات على التكامل غير المحدد :    


   أولاً :     التطبيقات الهندسية :


      إيجاد معادلة منحنى للدالة بمعلومية ميله             و نقطة عليه ( س ، ص )  








                أوجد معادلة المنحنى للدالة ص = د (س) الذي ميله عند أي نقطة ( س ،  


                    ص ) وافق علية يساوي – س2 إذا علم أنه يمر بالنقطة ( 0 ، 6 ) ؟


   ∵            = - س2  بتكامل الطرفين 





                   د س =    - س2 د س 





 ص =       س3 + ث   ( لإيجاد ث نضع س = 0 ، ص = 6 ) ⇐ ث = 6 





   ∴ معادلة المنحنى :  ص = -      س3 + 6  
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 د ص 


د س





∫





 د ص 


د س





∫





 1 


3





 1 


3





                          


                       إذا كانت             = 2 س + 1 ، فأوجد معادلة المنحنى ص الذي يمر 


                                          


                       بالنقطة ( 2 ، 5 ) وميل المماس عند هذه النقطة يساوي 6 ؟


  ∵              = 2س + 1   بتكامل الطرفين .





                  2س د      ( 2س + 1 ) 2س





                =  س2  +  س +  ث 





 ( لا يجاد   ث   نضع           = 6  ، س = 2 ) 





   6  = 4 + 2 + ث          ث  = ص2 


  ∴           = س2 + س           متكامل الطرفين  





∴          د س =    ( س2 + س )  د س





      ص =           +          + ث  





(لا يجاد  ث   نضع  س = 2  ، ص = 5 ) 





         5 =      + 2 + ث   





         ث   =       





∴ معادلة المنحنى : 





  ص =            +           +         






































د
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 د ص2 


د س2
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∫
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∫
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                               إذا كان               = 3س2 – 1   عند كل نقطه ( س، ص)                               





من منحنى ما فأوجد معادلة المنحنى الذي يمر بالنقطة (2 ، - 1) ويسمى المستقيم  


2س – ص = 5           عند   (2 ، - 1)  ؟





ֶֶ∵ المنحنى يسمى المستقيم 


ֶֶֶֶ∴ֶميل المنحنى = ميل المستقيم = ֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶֶ =                 = 2  


  


     


∵               = 3س2 – 1        بالتكامل   





             


∴             = س3 – س + ث         





( لإيجاد  ث  نضع                   = 2 ، س = 2 )








            2 = 8 –2 + ث              ث  = - 4





              = س3 – س –4            وبالتكامل 


 


 ص =      س4 -      س2 – 4س + ث





( لإيجاد ث   نضع س =2 ، ص = -1 )


  


            - 1 = 4 –2 – 8  +  ث





           ث    =  5





∴  معادلة المنحنى :


 


   ص =     س4 -     س2 – 4 س + 5
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د2 ص  
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- معامل س  


    معامل ص
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تطبيقات فيزيائية


ζ =    ت د ن                                   ت


                                                   التسارع


 ف =    ζ د ن                                  ع


                                                                 السرعة


                                                                                      ف


                                                                                المسافة (الإزاحة) 











                أوجد دالة المسافة ف (ن) لجسيم يتحرك بسرعة ع (ن) = 3ن2 – 2ن + 4


عند الزمن  ن إذا علمت أن  ف (0) = 6 ؟


 ∵  ف =   ع د ن         =    (3ن2 –2ن +4) د ن





 ف = ن3 – ن2 + 4ن + ث


( لإيجاد ث نضع ن = 0 ، ف = 6 )


           ث = 6          ∴ دالة المسافة  ف (ن)  = ن3 – ن2 +4ن +6               


 





              يتحرك جسيم على خط مستقيم مبتدئا من نقطة الاصل عند اللحظة ن = صفر     بتسارع  ت = 5 – 4ن  فإذا كانت سرعة الجسيم الابتدائية تساوي  5 سم / ث  فاوجد المسافة التي يقطعها الجسيم بعد 3 ثوان ؟


∵ ع =     ت د ن    =     ( 5 – 4ن ) د ن = 5 ن – 2ن2 + ث





( لإيجاد ث  نضع  ن = 0 ، ع = 5 )              ث  = 5


∴ ع = 5 ن – 2ن2 +5


∵  ف =    ع د ن =    ( 5 ن – 2ن2 + 5 ) د ن


  


  ف  =           ن2 -          ن3 + 5 ن + ث  








( لإيجاد ث نضع  ف = 0 ، ن = 0)               ث = 0
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∴ ف =      ن2  -          ن3 + 5 ن


∴ المسافة بعد 3 ثواني تكون :


 ف (3) =      - 18 + 15        =5 و22 – 3 = 5 و19 سم








                           قطار يسير بسرعة 80 كم / ساعة أراد أن يقف فبدأت سرعته تتناقص


                    بسرعة 60 كم / ساعة ما هي  المسافة التي يقطعها القطار حتي يقف؟


وما هو الزمن اللازم لذلك من بدء حركة التناقص (علما بأن بدء حركة التناقص ن = 0)


                


          = - 60                 ت = - 60





∴ ع =   ت د ن =    - 60 د ن  = - 60 ن + ث 


  


( لإيجاد ث  نضع  ن = 0 عندما ع = 80 )           ث = 80 


∴ ع = - 60 ن + 80 


∵ ف =    ع د ن 


 


        =    ( - 60 ن + 80 ) د ن 





        = - 30 ن2 + 80 ن + ث 


(لإيجاد  ث  نضع  ن = 0 ، ف = 0 )              ث = 0  





 ف = - 30 ن2 + 80 ن   





   عندما يقف القطار تكون ع = 0 


-60 ن+80 = 0





ن =     ساعة





(الزمن اللازم للوقوف) 





∴ المسافة المطلوبة  ف (    ) = - 30 ×      + 80 ×     = 3و53 كلم
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