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الباب الثامن                  الهندسة الفراغية 
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أولاً قوانين الهندسة المستوية         ( المساحات والمحيطات )     
                                  ½ القاعدة × الارتفاع
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1 – المثلث     المساحة=     ½  حاصل ضرب أي ضلعين × جا الزاوية المحصورة بينهما 
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حيث ح = نصف المحيط أ َ طول الضلع المقابل الزاوية أ 

[image: image7.wmf][image: image8.wmf]في حالة المثلث المتطابق الأضلاع 
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المساحة =     3    ل2      حيث ل طول ضلعه 
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محيط المثلث = مجموع أطوال أضلاعه
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2- المربع       المساحة  = ل2      ( حيث ل طول ضلعه )  

[image: image17.png]


المحيط  = 4 × طول الضلع 
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3- المستطيل   المساحة  = الطول × العرض = س × ص 

المحيط = 2 ( الطول + العرض ) = 2 ( س + ص )  
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4 - المعين           المساحة  =  القاعدة  ×  الارتفاع 
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=  ½ حاصل ضرب طولي قطريه 

المحيط = 4 × طول الضلع 
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5 – متوازي الأضلاع       المساحة = القاعدة  ×  الارتفاع 

المحيط = 2 ( طول الضلع الأكبر + طول الضلع الأصفر ) 

6 – شبه المنحرف      المساحة=  ½  مجموع القاعدتين × الارتفاع

= القاعدة المتوسط × الارتفاع 

محيط شبه المنحرف = مجموع أطوال أضلاعه 

7 – مساحة أي شكل رباعي = ½ حاصل ضرب طولا قطرين × حا الزاوية المحصورة بينهما 
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8 – مساحة سطح المضلع المنتظم    =   ن   ل2 ظا هـ    ( 8هـ   = (ن – 2) × 180  )

( ن عدد أضلاع ل طول الضلع ) 
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=   ن   ل2 ظتا  180  
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=  ن   نق2 جا ( 360 ) 

حيث نق نصف قطر الدائرة المارة برؤوسه 

9-  المكعب     المساحة الكلية = 6 ل2 حيث ل طول حرفه ( ضلعه )

حجمه   =  ل3   

10- الدائرة     المساحة = ط نق2
المحيط   =  2 ط نق

[image: image34.png]


حيث نق نصف القطر   ط =   22  أو  3.14

 11 - قاعدة هامة نظرية فيثاغورس 
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في      القائم الزاوية مربع طول الوتر يساوي مجموع مربعى طولي الضلعين الآخرين 
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| أ ج |2  = | أ ب |2 + | ب ج |2 
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12- المثلث الثلاثي الستيني   

[image: image41.png]



[image: image42.png]


[image: image43.png]


[image: image44.png]



[image: image45.png]



[image: image46.png]


[image: image47.png]



13- المثلث القائم المتطابق الضلعين 
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المنشور 

تعريفه :- هو كثيروجوه له قاعدتان متوازيتان ومتطابقتان وكل منهما مضلع والأوجه الجانبية متوازيات أضلاع 
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ملاحظات 

1 – الأحرف الجانبية للمنشور متساوية الطول ومتوازية .

2 – يسمى المنشور حسب عدد أضلاع القاعدة .  

3 – ارتفاع المنشور : هو البعد بين قاعدتيه أو المستقيم العمودي على كلاً من قاعدتيه .

4 -  المنشور القائم : تكون الأحرف الجانبية عمودية على القاعدتين الارتفاع يساوي الحرف الجانبي والأوجه الجانبية مستطيلات . 

5 – المنشور المائل : هو الذي تكون الأحرف الجانبية مائلة على قاعدتيه 

والارتفاع = طول الحرف × حاهـ     ( هـ زاوية ميل الأحرف على القاعدة )

تعريف المقطع القائم  : هو سطح ناتج عن تقاطع مستو يعامد أحرف المنشور 

ملحوظة : إذا قطع منشور بمستوى يوازي أحد أحرفه الجانبية

           ( أو أحد أوجهه الجانبية فإن المقطع الناتج يكون متوازي أضلاع )

حالات خاصة من المنشور 
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1 –إذا كان المنشور رباعي قائم قاعدته مستطيل سمى متوازي مستطيلات 
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2- إذا كان المنشور رباعي مائل قاعدته متوازي أضلاع سمى متوازي سطوح 

3- إذا كان المنشور رباعي قائم جميع أوجهه مربعات ( أو أحرفه كلها متساوية ) سمى مكعب 

ملخص قوانين المنشور 

	الحجم
	المساحة الكلية
	المساحة الجانبية
	المجسم

	مساحة المقطع القائم × طول الحرف الجانبي
	المساحة الجانية

+

مجموع مساحتي القاعدتين
	مجموع مساحات أوجه
 أو محيط المقطع القائم × طول الحرف الجانبي
	المنشور

	مساحة القاعدة × الارتفاع
	المساحة الجانبية

+

مجموع مساحتي القاعدتين
	محيط القاعدة × الارتفاع
	المنشور القائم


تمــارين

 3 – ب

  208 

 1 – أو جد مساحة الخماسي المنتظم الذي طول ضلعه ل سم ؟

الحل:-
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مساحة المضلع المنتظم =   ن   × ل2  ×  ظتا   180  
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مساحة الخماسي المنتظم =  5  ل2  ظتا    180
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                          =  5  ل2 ظتا 36ه 
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                          =  5  ل2 ظا 54ه
                         = 1.72 ل2 سم2
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2  –  أحسب  المساحة  الجانبية  والكلية لمنشور خماسي  منتظم طول  ضلع  قاعدته 10سم  وارتفاعه 25سم ؟

[image: image70.png]


الحل :-

[image: image71.png]


[image: image72.png]


[image: image73.png]


[image: image74.png]


[image: image75.wmf][image: image76.wmf]مساحة القاعدة ( خماسي منتظم ) =   ن  ل2 ظتا 180  =  5  × 100 × ظتا 180

=  125 ظتا 36ه  = 125 ظا 54ه
= 172 سم2
المساحة الجانبية   =   محيط القاعدة  ×   طول الارتفاع 

                    =   ( 5 × 10 ) × 25  =  1250سم2
المساحة الكلية   =  المساحة الجانبية  +  2  ×  مساحة القاعدة  

= 1250 + 2 × 172            =   1250  +  344

                       =    1594 سم2  
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     3- منشور ثلاثي مائل طول حرفه الجانبي 6سم وقاعدته مثلث اضلاعه 13سم ، 12سم ، 5سم إذا كانت مساحته الكلية 240 سم2 فكم محيط مقطعه القائم ؟

الحل :-

[image: image77.wmf](  12  )2  +  (   5 )2  =  144  +  25    = 169    = ( 13 )2
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المثلث قائم الزاوية

[image: image79.png]


[image: image80.png]


مساحة القاعدة ( المثلث )  = ½   طول القاعدة × الارتفاع 

                                =½ × 5 × 12 = 30 سم2
[image: image81.png]


المساحة الكلية  =  المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

                           240 =  المساحة الجانبية + 60

المساحة الجانبية  =   240  – 60   = 180سم2 

المساحة الجانبية لمنشور مائل =  محيط المقطع القائم × طول الحرف 
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           180= محيط المقطع القائم  ×  6      محيط المقطع القائم  = 180  = 30 سم     
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 4 – منشور قائم ارتفاعه 4سم وقاعدته على شكل  معين قطراه  12سم ،  16 سم  .  كم مساحته الكلية ؟

الحل

مساحة القاعدة ( المعين ) = ½  حاصل ضرب طولي قطرية 

                              =½ × 12 × 16 + 96 سم2
من فثياغورت : ل2 = 26 + 28 = 36 + 64 = 100     ل (طول ضلع القاعدة) = 10سم 
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المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع 
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                   = ( 4 × 10 )  ×  4  = 160 سم2 
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المساحة الكلية = المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

                 = 160 + 2 × 69      = 160 + 192 

              = 352 سم2
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5 – أحسب المساحة الجانبية والكلية لمنشور ثماني منتظم طول ضلع قاعدته 12سم وطول  حرفه  الجانبي 30 سم  ؟ 
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الحل :-
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مساحة القاعدة (( ثماني منتظم )) =   ن   ل2  ظتا  180 = 

       × 144 × ظتا         =  288 ظتا 22.5 = 

288 × ظا 67.5 = 695.3 سم2

المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع ( طول الحرف الجانبي )
        ( 8 × 12 ) × 30    = 2880سم2
المساحة الكلية = المساحة الجانبية  + 2 × مساحة القاعدة 

=  2880 + (  2  ×  695.3  )

                =   4270.587 سم2 
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6 – أ ب ج أَ بَ جَ منشور  ثلاثي  مائل  فيه  الوجه  أج  جَ أَ مربع طول ظلعه 6سم إذا أخذنا النقطة  ء  على [ ب بَ ] بحيث أ ء    ب بَ فاثبت أن أ ء ج مقطع قائم إذا كان | أ ب | = 5سم  |ب ء | = 4سم ، | ب ج | =      23   سم  أحسب مساحة المنشور الجانبية ؟
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الحل :- 
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ب بَ       أ ء   ،   أ أَ // ب بَ 

أ أَ       أ ء   ولكن  أ أَ       أج ( أ ج جَ أَ مربع )

أ أَ يعامد المستوى أ ء ج 

الأحرف متوازية       المستوي أ ء ج يعامد الأحرف كلها

· [image: image104.png]
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أ ء ج تقطع قائم . 
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في المثلث أ ء ب  | أ ء | =                =                 =             = 3سم 

في المثلث القائم   ء ب ج في ء :- | ء ج| =                                                  = 4سم

[image: image113.png]


محيط المقطع القائم أ ء ج  =  3  +  4  +  6  +   13سم  

المساحة الجانبية = محيط المقطع القائم × طول حرفه 

                  = 13 × 6 = 78 سم 2
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1 – الشكل المقابل يبين حوض سباحه على هيئه منشور رباعي قائم قاعدته أ ب ج ء علىشكل شبه منحرف فيه د أ     أ ب إذا كان |أ ب | = 3م ، | د ج |= 9م ، | أ د |= 6م ، | أ أً | = 4م فأحسب حجم الحوض ؟

[image: image116.png]


الحل 

مساحة القاعدة ( شبه المنحرف أ ب ج د ) 

 =  مجموع القاعدتين   ×  الارتفاع 
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= 9 + 3    ×  6  =  6  × 6  =  36سم2

حجم الحوض  =   مساحة القاعدة × الارتفاع 

[image: image119.png]


                 =   36       ×    4        =  144 م3

[image: image120.png]
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2 – أ ب ج أَ بَ جَ منشور ثلاثي قائم قاعدته المثلث أ ب ج إذا كان | ب ج | = 24 سم ، |أب| = |أج| = 13سم ، |أ أَ |= 10سم فأحسب حجم المنشور ومساحته الكلية ؟
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[image: image122.png]


[image: image123.png]


الحل :-
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من فيثاغورت   | أ د| =                          
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                        =                                = 5سم 

[image: image127.png]


مساحة القاعدة ( مساحة      أ ب ج )  = ½ القاعدة × الارتفاع 

                                            = ½ × 24 × 5 = 60سم2 

حجم المنشور = مساحة القاعدة × الارتفاع  = 60 × 10 = 600سم3 

المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع + ( 24 + 13 +13 ) × 10 = 500سم2
المساحة الكلية = الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

                = 500 + 2 × 60 

                = 620سم2
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3 – في منشور خماسي منتظم طول الحرف الجانبي 20سم وطول ضلع القاعدة 16سم . ما حجم المنشور  وما مساحته الكلية ؟

الحل :-

المنشور منتظم     ∴    طول الحرف = طول الارتفاع = 20سم 

حجم المنشور   =  مساحة القاعدة × الارتفاع 

[image: image128.png]
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                 = ( 5 × 256 × ظتا 180 )  × 20

                   =    320  ظتا  36ه         × 20

                = 320 ظا 45     × 20      = 8808.8سم3 

المساحة الجانبية  = محيط القاعدة × الارتفاع 

                    = ( 5 × 16 )    × 20    = 1600سم2  

المساحة الكلية = المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

[image: image130.png]


              =  1600 + 2 × 440.4    = 2480.88 سم 2     

[image: image131.png]
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4 – أ ب ج أَ بَ جَ  منثور ثلاثي مائل طول حرفه الجانبي | أ أَ | = 20سم وتميل أحرفه على مستوى القاعدة أ ب ج بزاوية 30ه إذا كان | أ ب | = 6سم ، |أ ج | = 8سم| ب ج | = 10سم فأحسب حجم المنشور ومساحة المقطع القائم ؟

[image: image132.png]
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الحل :- 26 + 28 = 36 + 64 = 100 = 210 

[image: image135.png]


القاعدة أ ب ج مثلث قائم

مساحة القاعدة  = ½  × 8 × 6 = 24سم2
[image: image136.png]


حجم المنشور  =  مساحة القاعدة × طول الحرف × جاهـ

                =   24 × 20  × جا 30ه  = 24 × 20 × ½ = 240 سم3

حجم المنشور =    مساحة المقطع القائم × طول الحرف الجانبي 

  240        =    مساحة المقطع القائم × 20

[image: image137.png]


مساحة المقطع القائم  = 240 = 12سم2
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5 – أ ب ج ء أَ بَ جَ ءَ  منشور رباعي مائل حجمه 1800سم3 إذا كان طول حرفه الجانبي  | أ أَ | = 30سم . وقاعدته أ ب ج د  على هيئه معين طولا قطريه 10سم ، 24سم فأحسب الزاوية بين الحرف الجانبي وقاعدة المنشور ؟ 

[image: image138.png]


[image: image139.png]


الحل :- مساحة القاعدة ( المعين ) = حاصل ضرب طول قطريه = 10 × 24 = 120سم2
حجم المنشور المائل = مساحة القاعدة × طول الحرف الجانبي × جاهـ

         1800       =   120  ×  30  ×  جاهـ

[image: image140.png]


            جاهـ    = 1800  = ½     ⇐    هـ  = 30ه
حيث هـ هي الزاوية بين الحرف الجانبي وقاعدة المنشور 
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6 – في منشور ثلاثي مائل طول الحرف الجانبي 12سم ومساحات أو جهة الجانبية 60سم2 ، 60سم2  96سم2 فما حجمه  ؟

[image: image141.png]


الحل :-

[image: image142.png]
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             مساحة متوازي الأضلاع = طول القاعدة × الارتفاع 

[image: image144.png]


                                        الارتفاع   =  المسـاحـة 

[image: image145.png]


الوجه الأول :- | م ن | = 60  =  5سم 

[image: image146.png]


الوجه الثاني :-  | م هـ |  =  60    = 5سم

[image: image147.png]
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الوجه  الثالث  :-  |  ن  هـ |=   96   =   8سم

[image: image149.png]



[image: image150.png]
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مساحة المقطع القائم م  ن  هـ =  ½  ×  8  ×  3  =  12 سم2

[image: image152.png]
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حجم المنشور المائل = مساحة المقطع القائم × طول الحرف

[image: image154.png]


[image: image155.png]


[image: image156.png]
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                      = 12   × 12  = 144سم 3
[image: image158.png]


[image: image159.png]


[image: image160.png]


[image: image161.png]


[image: image162.wmf] 

| م و |=                                                    = 3سم 
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[image: image163.bmp]7 – أ ب ج ء أَ بَ جَ ءَ منشور رباعي مائل طولا قطري قاعدته 14سم ، 20سم والزاوية بينهما 30ه إذا كان الوجه ب ج جَ بَ مستطيل يميل على القاعدة بزاوية جيبها 3 وكان | ب بَ | = 16سم فأحسب حجم المنشور؟

     مساحة القاعدة (مساحة الرباعي) = ½ ×حاصل ضرب طولي قطريه × جا (الزاوية بينهما ) 
                     = ½ × 14 ×20 × جا 30

                     =½    × 14 × 20  × ½  = 70سم 2
حجم المنشور المائل = مساحة القاعدة  × طول الحرف × حاهـ

[image: image164.png]


                   = 70  × 16 × 3 = 420سم 3
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[image: image165.png]


8  –  أ ب ج أَ بَ جَ منشور ثلاثي قائم حجمه 375سم3 . إذا كانت القاعدة أ ب ج على شكل مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه 10سم فأحسب أولاً : طول حرف المنشور ثانياً : المساحة الجانبية للمنشور ثالثاً : قياس الزاوية الزوجية بين المستويين أ ب ج ، أ بَ ج  ؟

[image: image166.png]


[image: image167.png]


الحل :- مساحة القاعدة ( مثلث متطابق الأضلاع ) 

  =    3    ل2   =    3   × 100 = 25    3سم2 

حجم المنشور القائم = مساحة القاعدة × الارتفاع 

375  =   25   3      ×  الارتفاع

الارتفاع =   375  = 15  ×    3 = 15  3     = 5    3 سم   

المنشور قائم   الارتفاع = طول الحرف   = 5   3سم    # 1

المساحة الجانبية= محيط القاعدة  ×  الارتفاع = ( 3 × 10 )× 5  3  = 150   3سم2   

قياس الزاوية الزوجية بين المستوبين أ ب ج ، أ بَ ج = قياس الزاوية بَ د ب  = هـ # 2

حيث بَ د     أ ج ، ب د     أ ج 

في      ب دج القائم في د : | ب د =

ظاهـ = المقابل = |ب بَ |    =   5    3  = 1  

( التمارين الوزارية التي وردت على المنشور )
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1- ب ج د بَ جَ دَ منشور ثلاثي قائم طول حرفه الجانبي 22سم وقاعدته المثلث ب ج د المتساوي الأضلاع الذي طول ضلعه 16سم أوجد ما يلي :-

1- حجم المنشور                    2  - مساحة المقطع بَ ج د 

الحل :- مساحة القاعدة ( ب ج د مثلث متساوي الأضلاع ) 

=     3    ل2   =     × 216

=    3   ×  256    64   3سم2

حجم المنشور = مساحة القاعدة × الارتفاع 

             = 46    3  × 22 

              = 1408    3   سم 3     #  1

في      القائم ت ب د :  | ت د | =

في      القائم ت ب ج : | ت ج | =

∴ |بَ و |=   ( بَ جـ )2 – ( جـ و )2 =  740 – 64 =  676 = 27 سم  

∵ مساحة المقطع بَ جـ د =     | جـ د | × | بَ و | =       × 16 × 26 = 208 سم2   

( تمارين وزارية على المنشور )
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2 – موشور ثلاثي قائم ارتفاعه 25سم وقاعدته على شكل مثلث متطابقين الاضلاع طول ضلعه 8سم أو جد ما يلي :- 

1 – المساحة الكلية للموشور            2- حجم الموشور 

الحل :-       مساحة القاعدة ( مثلث متطابقين الأضلاع ) =      3   ل2

=      3  × 64 = 16     3  سم2  

               المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع

                          = ( 3 × 8 ) × 25 = 24 × 25 = 600سم2 

المساحة الكلية = المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

                = 600  + 2 × 16   3  

                = 600 + 32   3    = 655.43 سم2       # 1

حجم المنشور = مساحة القاعدة × الارتفاع 

             = 16   3  × 25  = 400   3     سم3             # 2
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3 – منشور ثلاثي قائم ارتفاعه 20سم وقاعدته على شكل مثلث متطابقين الأضلاع طول ضلعه 6سم  أحسب ما يلي :-

1 – المساحة الكلية للمنشور             2- حجمه المنشور

 الحل :- مساحة القاعدة ( مثلث متطابق الأضلاع ) =    3      ل2 

    3    × 369 =9     3    سم2
         المساحة الجانبية = محيط القاعدة × الارتفاع = (  3  × 6  ) × 20 = 360سم 2
         المساحة الكلية = المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

                      =  360 + 2 × 9      = 360 + 18      = 391.18 سم2 

         حجم المنشور =  مساحة  القاعدة × الارتفاع 

                       =  9       × 20  = 180       سم 3   # 2 

1418/1

4- منشور ثلاثي مائل تميل أحرفه الجانبية على مستوى القاعدة بزاوية قياسها 45ه وطول حرفه الجانبي 5       سم . وقاعدته مثلث قائم الزاوية أطوال أضلاعه 10سم ، 8سم ، 6سم ، أوجد ما يلي :-

1- حجم المنشور         2- مساحة المقطع القائم 

الحل :-    مساحة القاعدة   ½  × 6 × 8 = 24سم2
حجم المنشور = مساحة القاعدة × طول الحرف × جاهـ 

               = 24 × 5       × جا 45ه
              = 24 × 5        × 1 = 120 سم3   # 1

حجم المنشور = مساحة المقطع القائم × طول الحرف الجانبي 

120         =  مساحة المقطع القائم × 5      

مساحة المقطع القائم = 120 =  24   ×            = 24         =  12       سم2         #  2

                          5                                    2
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5 – منشور حجمه 280سم 3 . قاعدته مربعة الشكل تميل أحرفه الجانبية على مستوي قاعدته بزاوية قدرها 30ه . أحسب طول ضلع قاعدته عندما يكون طول حرفه الجانبي 10سم .

الحل :- حجم المنشور = مساحة القاعدة × طول الحرف × جاهـ 

                280   =   مساحة القاعدة × 10 × جا 30ه 

280 = مساحة القاعدة × 5 

مساحة القاعدة  = 280 = 56 سم 2
القاعدة مربعة الشكل 

طول ضلعها =    المساحة   =      56     =  7.48سم 
الهرم 

تعريفه  : هو كثير وجوه أحد وجوهه مضلع ويقيه الوجوه مثلثات تلتقي في نقطه واحدة هي رأس الهرم 




ملاحظات :

الهرم القائم هو هرم قاعدته مضلع منتظم خواصه 

1 – جميع الأوجه الجانبية متطابقة .       2- ارتفاعه هو البعد بين رأسه ومركز قاعدته .

3 – ارتفاعات أوجهه الجانبية متساوية في الطول .

الهرم  الثلاثي يسمى رباعي وجوه  وإذا كانت حروفه متساوية في الطول سمى رباعي وجوه منتظم .

في رباعي الوجوه المنتظم : أوجهه الاربعه ( بما في ذلك القاعدة ) مثلثات متطابقة الأضلاع وجميعها متطابقة .

قوانين الهرم 

	الحجم 
	المساحة الكلية 
	المساحة الجانية 
	المجسم 

	1   مساحة القاعدة 

×

 الارتفاع 
	المساحة الجانبية 

+

مساحة القاعدة 
	    ½ محيط القاعدة × الارتفاع الجانبي
	الهرم القائم 

	ح 1 عَ( ق1+ق2 + ق1 ق2 ) حيث عَ الارتفاع 

ق1 ق2 مساحة القاعدتين 
	المساحة الجانبية 

+

مجموع مساحة القاعدتين
	½ مجموع محيط القاعدتين × ارتفاع  الوجه الجانبية
	الهرم الناقص


ملاحظات 

إذا قطعت الاحرف الجانبية للهرم بمستو // قاعدته فإن الجزء المحصور يبين قاعدة الهرم والمستوي القاطع يسمى هرم ناقص متوازي القاعدتين 

بحيث          ق1  = (ع – عَ )2 

بحيث

 ق1  مساحة القاعدة الصغرى 

ق2 مساحة القاعدة الكبرى 

ع ارتفاع الهرم الكامل 

عَ ارتفاع الناقص 

1- ما هي المساحة الكلية الرباعي وجوه منتظم طول حرف ل ؟

الحل :- مساحة الوجه الواحد  =  مساحة مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه ل 

               =            ل2

المساحة الكلية = 4 × مساحة الوجه الواحد 

                =  4 ×          ل2          =         ل2  سم 2
    2      
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2 – هرم ثلاثي ارتفاعه 15سم وقاعدته مثلث أضلاعه 7سم ، 17سم ، 4      15 

فما هو حجمه ؟ 


الحل :- 27 + ( 4    15  )2 = 49 + 140 = 289 = 217 

القاعدة مثلث قائم 

مساحة القاعدة  = ½ × 7 ×4   15 = 14   15 سم 2
حجم الهرم = 1 مساحة القاعدة × الارتفاع 

    

= 1  × 14    15  × 15 = 70     15  سم 3

الحل :- مساحة القاعدة ( المعين ) = ½  حاصل ضرب طولي قطريه 

                                     = ½ × 6 × 8 = 24سم 2
حجم الهرم = 1  مساحة القاعدة × الارتفاع 

         

= 1   × 24 × 16 = 128 سم 3
   4 

237   4 -   قطع هرم مساحة قاعدته 196سم2 بمستوي يوازي القاعدة ويبعد عنها مسافة10 سم إذا كانت مساحته المقطع الناتج 144سم 2 فأحسب ارتفاع الهرم وحجمه .
الحل :- ق1 : ( مساحة المقطع ) = 144    ،  ق2 : ( مساحة القاعدة ) = 196 

    عَ : البعد بين المقطع والقاعدة = 10 ،     ع : ارتفاع الهرم = ؟

      ق1  =  (  ع  –  عَ  )      144   =  (  ع - 10 )2
بأخذ الجذر التربيعي للطرفين 

12   =   ع – 10        14ع  - 140 = 12ع

2ع = 140     ع = 70سم 

حجم الهرم = 1  مساحة القاعدة × الارتفاع 

                   = 1 × 196 × 70 = 4573.3سم3
    5

237    5 – في هرم ثلاثي القاعدة مثلث متطابق الأضلاع طول ضلعه 12سم وطول كل من الأحرف الجانبية 8سم أحسب : أولاً  :  ارتفاع الهرم       ثانياً : حجمه       ثالثاً : مساحته الكلية 

الحل :- في المثلث القائم ج ء ب :

من فيثاغورت | ج د | =     212 - 26

                          =      144 – 36  =    108    = 6      سم 

مَ هي مركز القاعدة ( نقطة تلاقى متوسطات المثلث أ ب ج )

| ج مَ | =      | ج د | =    × 6       = 4      سم 

في المثلث م مَ ج القائم : | م مَ | ( ارتفاع الهرم ) =     28 – ( 4    )2  =    64 - 48

حجم الهرم = 1 مساحة القاعد × الارتفاع           =    16    = 4سم    أولاً 

      =     ×      × 144 × 4 = 48        سم3     ثانياً

| م ء | ( ارتفاع الوجه الجانبي ) =     28 – 26 =    64 – 36 =     28    = 2   7   سم

المساحة الجانبية =½  محيط القاعدة × الارتفاع الجانبي = ½ ×( 3 × 12 )× 2 7 = 36   7 سم2
المساحة الكلية = المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 

= 36     7   +        × 144      = 36     7    + 48        =  178.39 سم2  ثالثاً 

    7
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6 – م أ ب ج هرم ثلاثي قائم طول ضلع قاعدته 12سم إذا كان قياس الزاوية بين الوجهين أ ب ج ، م ب ج 60ه فاحسب حجم الهرم ؟

الحل :- الزاوية بين الوجهين أ ب ج ، م ب ج 

هي أ ء م = 60ه 
حيث أ ء        ب ج  ، م ء       ب ج 

كذلك [ م مَ ] هو ارتفاع الهرم 

حيث مَ مركز القاعدة ( نقطة تلاقي متوسطات المثلث أ ب ج )

في     أ ب ء القائم في ء |أ ء | =      212 – 26 =    144 – 36  =     108  = 6    سم 

| مَ ء | = 1  | أ ء |  = 1 × 6      =   2     سم 

في المثلث م مَ ء  قائم ( ثلاثيني ستيني ) : | م مَ | ( ارتفاع الهرم ) = |مَ ء | ظا 60ه

| م مَ | = 2      ×         = 6سم    ( ارتفاع الهرم )

حجم الهرم  =  1  مساحة القاعدة × الارتفاع 

             = 1  ×  (        × 144 ) × 6  = 72      سم 3
     8
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ما حجم هرم سداسي قائم ارتفاعه 8     سم وطول ضلع قاعدته 4 سم ؟

الحل :-    تذكر دائماً ( هرم قائم يعني قاعدته مضلع منتظم )

مساحة القاعدة ( سداسي منتظم )  = ن  ل2 ظتا  180 

      

                                        = 6 × 16 ظتا 180   

                      

                                24 ظتا 30ه       = 24 ظا 60ه = 24     سم 2
حجم الهرم =   1  مساحة القاعدة × الارتفاع 

              

           = 1  × 24        ×  8       =  192 سم 3
    9 
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أ ب ج أَ بَ جَ منشور ثلاثي قائم قسمنا كلا من [ أ ب ] ، [ ب ج ] ، [ ج أ ] إلى ثلاث قطع متطابقة بواسطة النقاط د  ،  هـ  ، م  ،  ن  ،  ز  ،  ط  على التوالي إذا فصلنا من المنشور الأهرامات أَ – أ د ط ، بَ – ب هـ م ، جَ – ج ن ز فأحسب نسبه الحجم الجزء الباقي من المنشور الى حجم المنشور .

الحل :-

نفرض إن ارتفاع المنشور ع 

ومساحة قاعدته ق 

حجم المنشور = ق ع   1

|أ د | = | أ ط |   المثلثان أ د ط ، أ ب ج متشابهان ونسبه التشابه   1 
                      مساحة     أ د ط     =  ( 1  )2 = 1 


وكذلك   مساحة    ب هـ م   = 1
وبالمثل   مساحة     ج ن ز    = 1
حجم الهرم أَ – أ د ط = 1 مساحة    أ د ط × ع

                         = 1 ( 1 ق ) × ع  = 1 ق ع 

وبالمثل حجم الهرم ت – هـ ب م = 1 ق ع

     وبالمثل حجم الهرم حَ - ز ن ج = 1 ق ع

حجم الجزء المتبقي = حجم المنشور – مجموع حجوم الأهرامات 

= ق ع - 3 ( 1 ق ع )  

ق ع – 1 ق ع  = 8 ق ع 

نسبة حجم الجزء الباقي من المنشور إلى حجم المنشور  =  8/9  ق ع = 8  
 


10
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 9 – في هرم ناقص الارتفاع 12سم والقاعدتان مربعان ضلهاهما  6سم ، 16سم أحسب حجم الهرم الناقص  وما حجم الهرم الكامل ؟

الحل :- ق1  = 36 مساحة القاعدة الصغيرة 

          ق2 = 256 مساحة القاعدة الكبرى 

 (مساحة المربع  = ل حيث طول ضلعه) 

     عَ = 12 ارتفاع الهرم الناقص 

حجم الهرم الناقص = 1 عَ ( ق1 + ق2 +    ق1 ق2  )

1 × 12 ( 36 + 256 + 96 )  = 4 × 388  = 1552 سم3 
ق1 = ( ع – عَ )     36  = ( ع – 12 )2       بجذر الطرفين

6 = ع – 12       3   =  ع – 12 

8ع – 96 = 3ع ⇐   5ع = 96 ⇐  ع = 96   19.2سم 

حجم الهرم = 1  مساحة القاعدة × الارتفاع 

الكامل  = 1 × 256 × 19.2 = 163.4 سم3 

   11     

238

10 – المساحة الكلية لهرم سداسي ناقص وقائم 276    سم 2 إذا كان طولا ضلعي قاعدته 6سم ، 8سم  ، أحسب ارتفاع الوجه الجانبي 

الحل :- مساحة السداسي المنتظم = ن   ل2 ظتا 180             ن = 6 

مساحة القاعد الصغرى  ق1 = 6 × 36 × ظتا 180          ( ل = 6سم )

                                   = 54 ظتا 30ه = 54ظا 60ه 

                                 = 54      سم 2

مساحة القاعدة الكبرى ق2 = 6 × 64 × ظتا 180                  ( ل = 8سم )

                             = 96 ظتا 30   = 96 ظا 60 = 96     سم2

المساحة الكلية للهرم السداسي القائم الناقص  =  مساحة الجانبية  +  مجموع مساحتي قاعدتيه   

276   3   = المساحة الجانبية +   54  3    + 96  3  

المساحة الجانبية = 267  3    -   150  3               

 = 126   3   سم2

المساحة الجانبية = ½    مجموع محيطي القاعدتين × ارتفاع الوجه الجانبي 

126 3   = ½  ( 6 × 6  =  6  ×  8  )  ×  ارتفاع الوجه الجانبي 
126  3    =   42  ×  ارتفاع الوجه الجانبي 

ارتفاع الوجه الجانبي  =   126  3     =  3   3  سم 

   12
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11 – في هرم رباعي ناقص وقائم القاعدتان مربعان ظلعاهما 6سم  ، 18سم إذا كان ارتفاع الوجه الجانبي 10سم فأحسب المساحة الكلية للهرم الناقص وحجمه . ما هو ارتفاع الهرم الكامل ؟

الحل :- طول ضلع القاعدة الصغرى = 6سم 

| مَ نَ | = 3سم  

وبالتالي | م ن |= | مَ نَ | = 3سم 

طول ضلع القاعدة الكبرى = 18 سم 

|م و | = 9سم 

| ن و | =  9 - 3  =  6سم 

في المثلث القائم نَ ن و : 

|نَ ن | =   210 – 26  =  100 – 36 = 64  = 8سم ( ارتفاع الهرم الناقص عَ ) 

المساحة الجانبية للهرم الناقص =½ مجموع محيطي قاعدتيه × الارتفاع الجانبي 

                                   = ½ ( 4 × 6 + 4 × 18 ) × 10 = 480 سم2
المساحة الكلية = المساحة الجانبية = مساحة القاعدتين 

                  = 480 + ( 36 + 324 ) = 480 سم2

حجم الهرم الناقص = 1 عَ ( ق1 + ق2 +    ق1ق2) =1× 8(36 +324 +108)=1248سم3
ق1  = ع-عَ   36   =  (ع -8)2 6 =  ع -8   3ع- 24 =  ع     2ع  = 24    ع = 12سم 
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1 – م – أ ب ج د هرم رباعي قائم طول ضلع قاعدته أ ب ج د يساوي 10سم وارتفاعه 15سم أحسب .   1 – حجم الهرم    2 -  مساحته الجانبية 

الحل :-        الهرم قائم يعني قاعدته مضلع منتظم وحيث انه رباعي  قاعدته مربع 

مساحة القاعدة = 210 = 100سم2
حجم الهرم = 1 مساحة القاعدة × الارتفاع 

              1 × 100 × 15 = 500سم3
في المثلث م ن والقائم من ن : | م و |=  215 + 25  =    225+25 = 250 = 5   10 سم 

المساحة الجانبية =  ½   محيط القاعدة × الارتفاع الجانبي 

                 =½  ( 4 × 10 ) × 5    10    = 100    10   سم2
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2 –  هرم رباعي قائم ارتفاعه 8سم وطول ضلع قاعدته 12سم أحسب مساحته الكلية وحجمه . وإذا قطع مستو يوازي القاعدة ويبعد عنها مسافة 6سم فأحسب حجمه الهرم الناقص ؟

الحل :- في المثلث القائم م ن هـ : | ن هـ | = 6سم ، | م ن | = 8سم 

| م هـ| ( الارتفاع الجانبي ) =   26 + 28  =   36 +64  = 100   = 10سم 

المساحة الجانبية للهرم   =  ½  محيط القاعدة × الارتفاع الجانبي 

                           =   ( 4 × 12 ) × 10 = 240 سم2
المساحة الكلية    =  المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 

                    = 240 + 144 = 384سم2

ق1  = ( ع – عَ )2   ق1   = 4   ق1   = 144  = 9سم2
ع – عَ = 8 – 6 = 2   

حيث = 8      عَ  =  6 

حجم الهرم الناقص = 1 عَ ( ق1 + ق2 +    ق1 ق2  )

                   = 1  × 6 ( 9 + 144 + 36 ) = 378 سم3  


1417 / 2 

         3- هرم رباعي وجوه منتظم طول حرفه 27سم أوجد المساحة الكلية للهرم ؟

الحل :- رباعي الوجوه المنتظم له أربعه أوجه ( بما فيهم القاعدة ) كل وجه هو مثلث متطابق الأضلاع 

مساحة الوجه الواحد = ____   ل2       ل = 27

                        

                        =        × 729 =  729     سم2

المساحة الكلية للهرم = 4 × 729        =  729        سم2
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4 – هرم رباعي قائم ناقص القاعدتان مربعان طولا ضلعي قاعدتيه المتوازيين 16سم ، 6سم وإرتفاعه 12سم أحسب   1 – حجم الهرم الناقص         2 – المساحة الكلية للهرم الناقص 

الحل :-  | نَ هـَ | = ½  طول ضلع  القاعدة  الصغرى =  3سم 

            | ن هـ | = ½ طول ضلع القاعدة الكبرى = 8سم 

| و هـ | = 8 – 3 = 5سم 

| هـ هـَ | ( الارتفاع الجانبي ) =     212  + 25 

من فيثاغورت                       =    144 + 25 

في المثلث القائم هـَ هـ و     =   169     = 13سم 

حجم الهرم الناقص = 1  عَ ( ق1 +ق2 +    ق1 ق2 )

                       = 1  ×12 ( 36 + 206 + 96 )   = 1552 سم3   #  1 

المساحة الجانبية للهرم الناقص =   ½  مجموع محيطي القاعدتين × الارتفاع الجانبي 

                                   =½ ( 4 × 6 + 4 × 16 ) × 13  

                                    = 572سم2
المساحة الكلية للهرم الناقص = المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين 

                                 = 572 + ( 36 + 256 )

                                = 864 سم2        # 2 
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5  –  هرم ناقص مساحة قاعدتيه ق1 = 36 سم2 ، ق2 = 81 سم2 وحجمه 513 سم3 احسب ما يلي :-    

1 – طول إرتفاع الهرم الناقص                      2- حجم الهرم الكامل 

الحل :-

حجم الهرم الناقص  =  1  عَ ( ق1 + ق2 +    ق1 ق2 )

   513              = 1   عَ ( 36 + 81 + 54 )

                       =  1   عَ ×171 

عَ = 513  = 19 سم ( ارتفاع الهرم الناقص )    # 1

ق1    = ( ع – عَ )2
36  =  ( ع – 19 )2             بأخذ الجذر التربيعي للطرفين 

26   = ع – 19 

3ع – 57 = 2ع

ع = 57 سم         (ارتفاع الهرم الكامل )

حجم الهرم الكامل    = 1   مساحة القاعدة × الارتفاع 

                        = 1 × 81 × 57   = 1539 سم3         # 2

الاسطوانة والمخروط 

أولاً الاسطوانة  الدائرية القائمة :

تعريف :- هي الجسم الذي يتولد من دوران مستطيل دوره كاملة حول أحد أضلاعه .


ملاحظات هامة 

         1- إذا قطعت الاسطوانة الدائرية القائمة بمستو يوازي القاعدة فالمقطع الناتج هو قرص دائري       

             مساحته تساوي مساحة القاعدة .
2- إذا قطعت الاسطوانة الدائرية القائمة بمستو يحتوي محورها فالمقطع الناتج هو مستطيل مساحته (2رع )  حيث ر نصف قطر الاسطوانة ، ع ارتفاعها .

ثانياً : المخروط :- 

 تعريفه : هو جسم له قاعدة عبارة عن سطح مستو دائري وسطحه الجانبي أملس غير مستو 

والمخروط الدائري القائم :- يتولد من دوران مثلث قائم الزاوية دورة كاملة حول أحد ضلعي القائمة . أو من دوران مثلث متساوى الساقين دورة كاملة حول ارتفاعه 


ملاحظات هامة :-

1-إذا قطع المخروط الدائري القائم بمقطع يوازي القاعدة فالمقطع الناتج هو قرص دائري تتحدد مساحته من العلاقة :  مساحة المقطع  = ( ع – عَ )2 

حيث عَ هي البعد بين المقطع والقاعدة ( ارتفاع المخروط الدائري القائم الناقص ) 


1 – إذا قطع المخروط الدائري القائم بمستو يحتوي المحور فالمقطع الناتج هو مثلث متطابق الضلعين مساحته تساوي  ½  ر ع 

ملخص قوانين الاسطوانة والمخروط 

	الحجم 
	المساحة الكلية 
	المساحة الجانبية 
	المجسم 

	مساحة القاعدة × الارتفاع = ط ر2 × ع
	المساحة الجانبية + مجموع مساحتي القاعدتين  2 ط ر ع + ط ر2
	محيط القاعدة × الارتفاع = 2 ط ر ع
	الاسطوانة الدائري القائمة 

	1  مساحة القاعدة × الارتفاع =1 ط ر2 ع
	المساحة الجانبية + مساحة القاعدة = ط رع + ط ر2
	  ½ محيط القاعدة × طول الراسم = ط ر ل 
	المخروط الدائري القائم 



	1  ط ع ( 2ر1 + 2ر2 +ر1ر2 )
	المساحة الجانبية + مساحة القاعدتين 
	½  مجموع محيطي القاعدتين × طول الراسم ط (ر1+ر2 )ل حيث ر1،ر2 نصف قطري قاعدتيه ع ارتفاعه ل طول راسمه
	المخروط الدائري القائم الناقص 


2
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 1 – طول أنبوبة معدنية على هيئة اسطوانة دائرية قائمة أ م . إذا كان قطرها الخارجي 40 سم و الداخلي 30 سم. فما حجم المعدن ؟

الحل :- حجم المعدن = حجم الاسطوانة الخارجية – حجم الاسطوانة الداخلية 

                         = ط ر2 ع – ط ر2 ع 

                        = ط ( 20 ) × 100 – ط ( 15 )2 × 100 

                        = ط × 400 × 100 – ط × 225 × 100 

                        = 40000 ط – 22500 ط   = 17500 ط سم3 

    4 
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2 – قطعت اسطوانة دائرية قائمة ارتفاعها 38سم بمستو يمر بمحورها م ن فكانت مساحة المقطع الناتج 532سم2 . أحسب حجم الاسطوانة ومساحة سطحها الجانبي ( ط = 22 ) ؟

      الحل :- المقطع الناتج هو مستطيل مساحته 2 ر ع 

⇐2 × 38ر = 532   ⇐  76ر  = 532  ⇐ ر   = 532  = 7سم 

حجم الاسطوانة = ط ر2 ع = 22  × 49 × 38 = 5852سم3
مساحة السطح الجانبي = 2 ط ر ع = ع × 22 × 7 × 38 = 1672 سم2
    5
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أحسب نسبه حجمي الاسطوانتين الممكن تكوينها بطي قطعة ورق مستطيلة  أبعادها 20سم ، 30سم ما هي النسبه لو كانت الأبعاد س سم ، ص سم ؟

الحل :- 1 – إذا كان محيط القاعدة ( الطول ) = 30 سم  عندئذ الارتفاع = 20 سم 

محيط القاعدة 2ط ر = 30  ⇐ ر   = 30   = 15  سم 

حجم  الاسطوانة = ط ر ع = ط   15  2 × 20 + ط × 225 × 20 = 4500 سم3
2 - إذا كان المحيط  ( العرض ) = 20 سم عندئذ الارتفاع = 30سم

محيط القاعدة 2 ط ر = 20  ⇐  ر = 20   = 10 سم 

حجم الاسطوانة = ط ر2 ع = ط × (10 )2 × 30    = ط × 100 × 30 = 3000 سم3
                   النسبه =                  45    = 3    = ص  

    6
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4 – في مخروط دائري قائم طول نصف قطر القاعدة 8سم وطول الراسم 17سم أحسب الحجم والمساحة  الكلية .

الحل : - من فيثاغورث

ع2 = 217 – 28  = 289 – 64 

     = 255     ⇐  
ع   =    225    =  15 سم 

  حجم المخروط الدائري القائم = 1   ط ر2 ع

                                   =  1 ط × 64 × 15 = 320 ط سم3
المساحة الكلية = المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 

                   =  ط ر ل   + ط ر2 

                   = ط × 8 × 17 + ط × 64 = 136ط + 64ط = 200 ط سم2
   7
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5 – طوى قطاع دائري نصف قطر دائرته 15سم وقياس زاويته المركزية 120ه ليصبح مخروطاً دائريا قائماً   أحسب أولاً محيط قاعدة المخروط    ثانياً : ارتفاع المخروط      ثالثاً : حجم المخروط  ؟

الحل :- طول القوس ل = هـ × نق       نصف القطر 

                            = 120 × ط   × 15  = 10ط سم 

طول القوس ل = 10 ط = محيط قاعدة المخروط       اولاً 

محيط قاعدة المخروط = 2 ط ر = 10 ط     ر = 5سم   ( نصف قطر قاعدة المخروط )

ع2 = 215 – 25  = 225 – 25 = 200

ع =    200   =10       سم  ( ارتفاع المخروط )    ثانياً 

حجم المخروط = 1 ط ر2 ع =1 ط × 25 ×10       =250       ط سم3     ثالثاً 





    8
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6  -  مخروط دائري مائل حجمه 770سم3 وقطر قاعدته 7سم إذا كان لبعده بين رأس المخروط ومركز القاعدة 120سم فأحسب قياس الزاوية بين المحور والقاعدة ( ط = 22  )

    الحل :-  ع | م مَ | جاهـ 

ع = 120 جاهـ 

حجم المخروط = 1 ط ر2 ع 

770 = 1 × 22  ( 7 )2 × 120 جاهـ

                  = 1  × 22 × 49 × 120 جاهـ     = 1540 جاهـ

      جاهـ  =    770    = ½
هـ = 30ه وهي الزاوية بين المحور والقاعدة

   10
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 7 – الشكل المقابل يبين خيمة على هيئة اسطوانة دائرية قائمة يسقفها مخروط دائري قائم إذا كان قطر الاسطوانة 7 أمتار وارتفاع الخيمة 5 أمتار وارتفاع المخروط 3 أمتار فأحسب حجم الخيمة ومساحتها الجانبية ( ط = 22  ) ؟

الحل :- حجم الخيمة = حجم المخروط+ حجمه الاسطوانة 

= 1 ط ر2 ع + ط ر2 ع 

 = 1  × 22 × 49 × 3 + 22 × 49  ×  م  =  38.5  +  77  =  115.5 م3 

المساحة الجانبية للخيمة = المساحة الجانبية للمخروط + المساحة الجانبية للاسطوانة 

                           = ط ر ل   + 2 ط ر ع  

                      = 22 × 7  ×   85  + 2 × 22 × 7 × 2   = 94.71 سم2

ل=2 23 + ( 7 )2= 9 + 49 = 36 + 49 =  85    

ل =    85 سم
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1 – طوي قطاع دائري نصف قطر دائرته 15سم وقياس زاويته المركزية 120ه ليصبح مخروطاً دائرياً قائما . أحسب :  1- محيط قاعدة المخروط        2 – حجم المخروط  ؟    

الحل :-      أنظر صــــ رقم   5 
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2 – إذا كان طول قطر اسطوانة دائرية قائمة يساوي 14سم وطول ارتفاعها يساوي ثلاثة أمثال طول  قطرها فما مساحتها الكلية ؟

الحل :-    2 ر = 14    ر = 7 سم 

 ع  =  3  ( 2 ر )  =  6ر  =  6  × 7  =  42 سم 

المساحة الكلية  = المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

                   = 2 ط ر ع + 2 × ط ر2
                   = 2 × 22 × 7 × 42    +    2 × 22 × 49 

                                   = 1848  +  308 

                                     = 2156 سم2
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3 – أوجد حجم الجسم الناشئ من دوران المثلث أ ب ج القائم الزاوية في ب حول [ ب ج ] دورة كاملة حيث | أ ب | = 8سم ، | ب ج | = 15سم 

الحل

الجسم الناشئ من الدوران هو مخروط دائرى قائم  ارتفاعه 

= | ب ج | = 15سم ونصف قطر قاعدته 

= | أ  ب | = 8سم وبالتالي 

حجمه = 1  ط ر2 ع     

        = 1 ط × 28 ×15 

     = 320 ط سم3
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 4 –  مخروط دائري قائم طول قطر قاعدته 32سم وارتفاعه 30سم أوجد مساحته الكلية وحجمه ؟

الحل : ر = 16 سم ، ع = 30سم 

ل2 = 230 + 216 

     =  900 + 256 

    =  1156      ل   =    1156     = 34سم 

المساحة الكلية = المساحة الجانبية + مساحة القاعدة 

                  = ط ر ل   +  ط ر2
                  = ط × 16 × 34 + ط × 216 

                 = 544 ط + 256 ط  = 800 ط سم2    #

حجم المخروط = 1  ط ر2 ع 

                  = 1 ط × 216 × 30

                   =1 ط × 256 × 30 

                  = 2560ط سم3             #
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 3– اسطوانة دائرية قائمة إذا كانت النسبه بين مساحتها الجانبية وحجمها تساوي 1 : 10 فأوجد 

1 – طول نصف قطر قاعدتها   2 – المساحة الكلية للاسطوانة عندما يكون ارتفاعها 40سم 

الحل :-  المساحة الجانبية  = 2 ط ر ع = 2 = 1 

ر   = 20سم ( طول نصف قطر قاعدة الاسطوانة )      #   1

المساحة الكلية = المساحة الجانبية + 2 × مساحة القاعدة 

                 = 2 ط ر ع     + 2  ط ر2
                 = 2 ط × 20 × 40  + 2 ط × 220

                 = 1600 ط    + 800 ط      =  2400 ط سم2    #   2   
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6 – أحسب حجم المخروط الدائري القائم الذي محيط قاعدته 440 سم وارتفاعه 10 سم حيث (  ط  =  22  )

الحل :- 

محيط قاعدة المخروط = 2 ط ر = 440 

ر = 440  = 440    =    7 × 440    = 70سم 


حجم المخروط = 1 ط ر2 ع 

                  = 1 × 22 × ( 70 )2 × 10 

                  = 1  × 22 × 4900 × 10 

                  = 51333.3 سم3 

الكــره 

تعريف الكره :-  هي  جسم محدود  بسطح منحني مقفل جميع نقطة على أبعاد متساوية من نقطة ثابتة ( م ) تسمى المركز .

(( ويسمى البعد الثابت نصف قطر الكره ورمزه ر )) 

المنطقة الكروية :- هو الجزء المحصور بين مستويين متوازيين قطعا الكره 

وارتفاعها ( ع ) هو البعد بين القاعدتين 

القبة الكروية : إذا قطعت الكرة بمستو فإن كلاً من الجزأين الناتجين يسمى قبة كروية .

القطاع الكروي 

هو جزء من  كره مكون من قبة كروية ومخروط دائري قائم رأسه مركز الكره وقاعدته هو قاعدة القبة 


	ملاحظات
	الحجم
	المساحة
	المجسم

	في جميع القواسين هـ نصف قطر الكره 
	  4 ط ر3

	4 ط ر2
	الكره 

	
	1 ط ع2 ( 3ر – ع )


	2 ط ر ع
	القبة الكروية 

	
	هو الفرق بين حجم قين 
	2 ط ر ع
	المنطقة الكروية

	
	2 ط ر2 ع
	2 ط ر ع + ط ر  

ر   ر2 – ( ر – ع )2
	القطاع الكروي 


1   
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1 – اسطوانة دائرية وكره لها نفس الحجم قطر الكره يساوي قطر قاعدة الاسطوانة أحسب ارتفاع الاسطوانة بدلالة قطر الكرة ؟

الحل :- حجم الاسطوانة = حجم الكره 

            ط 2ر1 ع  = 4 ط 3ر2      ∵ ر1 = ر2 معطى 

ع = 4  ر2 

  = 2 ( 2 ر2 )

ارتفاع الاسطوانة = 2 قطر الكره 

     2
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 لدينا كرتان قطر الأولى يساوي نصف قطر الثانية أحسب 

            1 – نسبه  مساحتيهما           2 – نسبه حجميهما ؟
الحل نفرض ر1 نصف قطر الأولى ، ر2 نصف قط الثانية 

2ر1 = ر2 معطى 

             مساحة الأولى   = ع ط ر1  = ر1    = ر1   = 1
              حجم الأولى =     ط ر3   =   ر3 = ر3  = 1 


    3 
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3– إذا علمت أن المياه تعطى      سطح الأرض وأن قطر الأرض يبلغ 128000كليومتر فأحسب مساحة اليابسة على الأرض ؟

الحل :- مساحة سطح الكره الأرضية  = 4 ط ر2

المياه تغطي 3 سطح الكره الأرض      إذاً الباقي = اليابسة =     الكرة الأرضية

مساحة اليابسة = 4 ط ر2  = ط ر2

                 = ط × ( 6400 )2   = 4096000000ط كيلومتر مربع 
   4
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     3– الشكل المقابل يمثل كأس على هيئه مخروط دائري قائم نصف قطر قاعدته 3سم وارتفاعه 15سم إذا كان الكأس مملؤاً بالماء حتى عمق 10سم فما حجم الماء ؟

لدينا قطع من الثلج على هيئة كرات نصف قطر الواحدة منها 1سم . ما أكبر عدد يمكن وضعه منها في الكأس من دون أن يتدفق الماء عندما يذوب الثلج  ؟

الحل :-   

حجم الكأس = 1 ط ر2 ع 

               = 1 ط 9 × 15   

               = 45 ط سم3
من تشابه المثلثين   س  = 10
     س   = 3 × 10    = 2سم 

حجم الماء = 1  ط ر2 ع 

            = 1 ط × 4 × 10 

           =     40  ط سم3
حجم الفراغ = 45 ط – 40 ط   =  135 ط – 40 ط   = 95 ط سم3 

حجم الكره الثلجية الواحدة  = 4 ط ر3                     ر = 1

           

عدد الكرات =            =  95    = 23.57 كره 

اكبر عدد يمكن وضعه من الكرات = 23 كرة 

    5
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   5– أحسب مساحة وحجم قبه كروية ارتفاعها 1سم ونصف قصر قاعدتها 5سم ؟

الحل :-

في المثلث القائم م ن هـ :

ر2 = ( ر – 1 )2 + 25 

    = ر2 _ 2ر + 1 + 25 

2ر = 26 ⇐   ر = 13سم  ( نصف قطر الكره )

مساحة القبه الكروية =  2 ط ر ع 

                        =  2 × 13 × 1  = 26 ط سم2         #

حجم القبه الكروية =  ط ع2 ( 3ر – ع ) 

                       =  ط × 21 ( 3 × 13 – 1 )

                      = ط (  39 – 1 )  = 38 ط سم3        #

    6 
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     6– أحسب مساحة منطقة كروية البعد بين قاعدتيها 2سم وقطراها 16سم ، 12سم ؟

الحل :- في الثلث القائم م م2 ب :

ر2 = 28 + س2                      1

في المثلث القائم م م أ : ر2 = 26 + ( 2 + س )2              2 

من1 ،  2  : 36 + 4 + 4سم + س2 = 64 + س2 

4س = 64 – 40 = 24       س = 24 = 6سم 

من  1 ر2 = 64 + 36 = 100     ر =   100     = 10سم    ( نصف قطر الكره )

مساحة المنطقة الكروية   = 2 ط ر ع 

= 2ط × 10 × 2 

= 40 ط سم2

    7
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    7– الشكل المقابل يبين نصف كره قطرها 20سم صفر فيها مخروط ناقص وقائم ارتفاعه 8سم . أحسب حجم المادة المتبقية ؟
الحل :- 

من فيثاغورت   في المثلث القائم أ ب ج  : 

2ر1 = 210 – 28 

= 100 – 64 = 36 

ر1 = 6 سم 

حجم المخروط الناقص القائم = 1 ط ع ( 2ر1 + ر1 ر2 + 2ر2 )

                                = 1 ط × 8 ( 36 + 60 +100 ) 

                               =  8 ط × 196 

                               = 1568 ط سم3
حجم نصف الكره = 2 ط 3ر          ر = 10سم

                       = 2 ط × ( 10 )3  = 2000 ط سم3 

حجم المادة المتبقية = حجم نصف الكره – حجمه المخروط الناقص 

          = 2000 ط – 1568 ط 

                      = 432 ط 

                     = 144ط سم3 

    8
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    8– علبة على هيئة اسطوانة دائري قائمة نصف قطر قاعدتها  12سم وارتفاعها 20سم ملئت بالماء . إذا ادخلنا فيها كره قطرها 18سم وأخرجناها فأحسب حجم الماء المتبقي في العلبة ؟

الحل :- حجم الماء المتبقي = حجم الاسطوانة  _ حجم الكره 

= ط ر1ع – 4 ط  ر2 

= ط × 144 × 20 _ 4 ط × 729

= 2880 ط – 972 ط = 1908 ط سم3 

    9 
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   9– متوازي مستطيلات أبعاد قاعدته 12سم ،  20سم في كره قطرها 28سم بحيث وقعت جميع الرؤوس على الكره . أحسب حجم الجزء من الكره خارج متوازي المستطيلات ؟

الحل :- 

| أ ء | = 20سم   ⇐ | أ هـ | = 10سم 

| أ ب | = 12سم ⇐  | ن هـ | = 6سم

من فيثاغورث : في      أ ن هـ القائم في هـ 

| أ ن |2 = | أ هـ |2 + | ن هـ |2
             = 100 + 36  = 136  

وفي      أ ن م القائم مي ن 

| م ن |2 = | أ م |2 - | أ ن |2 =  (14 )2 – 136 = 196 – 136 = 60 

| م ن | =   60   = 2    15       | أ أَ |  = 2 | م ن | = 4   15   سم 

حجم متوازي المستطيلات = ضرب أبعاده الثلاثة = 4    15 × 12 ×20= 960   15سم3
حجم الكره =    ط 3ر =    × ط (14 )3                         = 11494.04 سم3

الحجم المطلوب = حجم الكره -حجم متوازي المستطيلات = 1149.04–960  15 = 7775.98سم3 
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1 – قبه كرويه ارتفاعها 2سم وطول قطرها 8سم أوجد ما يلي :-

   1 – مساحة القبة الكروية      2 – حجم القبة الكروية 
الحل :- 

حسب فيثاغورت :

2ر = 24 + ( ر  - 2 )2 

2ر = 16 + 2ر – 4ر + 4 

⇐4ر  = 20             ⇐        ر = 5         ( نصف قطر الكره )

مساحة القبة الكروية = 2 ط ر ع 

                         = 2 ط × 5 × 2  = 20 ط سم2            # 1 

حجم القبة الكروية   = ط  ع2 ( 3ر – ع ) 

                         = ط  × 4 ( 15 – 2 )

                         = ط  × 4 × 13   = 52 ط سم3             # 2

1418 / 1 

2 – كرتان حجم إحداهما يساوي 8 أمثال حجم الأخرى أثبت ما يلي 

1 – طول قطر إحداهما يساوي نصف طول قطر الأخرى 

2 – مساحة سطح إحداهما تساوي ربع مساحة سطح الأخرى 

الحل :- نفرض أن نصف قطر إحداهما ر1 ونصف قطر الأخرى ر2 

حجم الأولى    =              = 3ر1   = 8    بأخذ الجذر التكعيي للطرفين 

ر1  = 2     ⇐   ر1 = 2ر2    ( طول قطر إحداهما يساوي نصف طول قطر الأخرى الأولى ) # 1

مساحة الأولى      =4ط2ر2= 2ر1   =     ر1   2=   2    2 = 4 

مساحة الثانية  = 1    مساحة الأولى            #   2  

1418 / 2 

3 – كره مساحتها السطحية  1256سم2 اوجد حجمها ( ط 3.14 ) ؟

الحل :- مساحة الكره السطحية  = 4 ط 2ر    = 1256 

⇐2ر = 1256   =  1256      = 1256    = 100

⇐ر = 10 سم ( نصف قطر الكره )

حجم الكره  = 4 ط 3ر   = 4 × 3.14 × ( 10 ) 3
                = 4 × 3140 = 4186.6 سم3 

1419 / 2 

4 – كره طول قطرها 30سم قطعها مستو يبعد عن مركزها 5سم 

أوجد   1 – مساحة الكره       2 – مساحة القبة الكروية 

الحل :- 

مساحة سطح الكره = 4 ط 2ر 

                       = 4 ط × ( 15 )2 

                       = 4 ط × 225  = 900 ط سم2            # 1

نصف قطر الكره = | م هـ | = 15سم ، | م أ | = 5سم 

⇐| أ هـ | = 10 سم ( ارتفاع القبة الكروية ) 

مساحة القبة الكروية = 2 ط ر ع  = 2 ط × 15 × 10 

                         =  300 ط سم2       #     2 
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ر1 =  6 سم


ر2 = 10سم


ع = 8سم
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ر1 = نصف قطر قاعدة الاسطوانة 


    = 12سم 


ر2 = نصف قطر الكره 


    = 9سم 
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ق1 = 26 = 36   ،   ق2 = 216 = 256
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ع1 = 3 م مخروط


ع2 = 2 م الأسطوانة 
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