	[image: image1.wmf] 

[image: image2.wmf] 

[image: image3.wmf] 

[image: image4.wmf] 

[image: image5.wmf] 

[image: image6.wmf] 

[image: image7.wmf] 

[image: image8.wmf] 

[image: image9.wmf] 

[image: image10.wmf] 

[image: image11.wmf] 

[image: image12.wmf] 




[image: image13.wmf] 


	[image: image14.wmf] 

[image: image15.wmf] 

[image: image16.wmf] 

[image: image17.wmf] 

[image: image18.wmf] 

[image: image19.wmf] 

[image: image20.wmf][image: image21.png]





	


	


	


	


	


	


	


	


	



	


	


	


	



	


 * النقاط الحرجة للدالة هي :


نقاط انعدام المشتقة  الأولى بمعنى  دَ ( س ) = 0  و منها توجد قيم س التي تنتمي لمجال الدالة  ( حرجة ).


نقاط عدم تعريف المشتقة الأولى بمعنى قيم س التي تجعل دَ ( س ) غير معرفة و تنتمي لمجال الدالة ( حرجة ).


* كيفية إيجاد القيم القصوى لدالة على فترة مغلقة [ أ ، ب ] :


نوجد النقاط الحرجة للدالة كما سبق ذكره .


نعوض [ بالنقاط الحرجة  ( التي تنتمي للفترة المفتوحة المعطاة ) + طرفي الفترة المعطاة ] في الدالة الأصلية فتكون أكبر قيمة هي القيمة العظمى للدالة و أصغر قيمة هي القيمة الصغرى للدالة .








                    أوجد القيم القصوى للدالة د (س) = 3س4 – 6س2 + 1 في الفترة 


 [ -2 ، 0 ] ؟


    مجال الدالة = ح   لأنها كثيرة حدود


    دَ (س) = 12س3 – 12س = 0


    ⇐   12س ( س2- 1 ) = 0 


    ⇐ س = 0        س2 = 1  منها س = + 1 


   النقاط الحرجة  س =     0 ∌  ( - 2 ، 0 )


                               - 1 ∍ ( - 2 ، 0 )


                                  + 1 ∌ ( - 2 ، 0 )


  إذا بالتعويض بالنقاط { - 1 ، - 2 ، 0 } في الدالة :


  د (-1) = 3 – 6 + 1 = - 2 





مثال 1





  د (-2) = 48 – 24 + 1 = 25


  د ( 0 ) = 1 


  إذا الدالة لها قيمة عظمى = 25 عند س = - 2 


    و للدالة قيمة صغرى = - 2 عند س = - 1 





                    أوجد القيمة القصوى للدالة  د (س)  =              على [ - 1 ، 2 ] ؟


     


  مجال الدالة = ح 


   دَ (س) =                                                =





 =                             = صفر





 ⇐  البسط = صفر  ∴ - س2 – 2س + 3 = 0                   


 ⇐  س2 + 2س – 3 = 0          ⇐  ( س + 3 ) ( س – 1 ) = 0


 ⇐ س = - 3  ∌ ( - 1 ، 2 )                س = 1 ∍ ( - 1 ، 2 )  


لاحظ أن دَ (س) معرفة على ح [ حيث مقام المشتقة ( س2 + 3 )2 < 0 ]


 بالتعويض بالنقاط { 1 ، -1 ، -2 } في الدالة :


 د (1) =        =         


 د (-1) = 0                    ⇐  الدالة لها قيمة عظمى =       عند س = 1


                                       الدالة لها قيمة صغرى = صفر عند س = - 1


 د (2) =                           





 


 ملاحظات :  


 1- قد تعجز الدالة عن تحقيق قيمة عظمى أو صغرى على ف و مثال ذلك 


  د (س) =        على ( 0 ، 1 )





 2- إذا كانت الدالة متصلة على الفترة المغلقة ف فإن لها قيمة عظمى و قيمة صغرى   على  ف .


 3- قد يكون للدالة أكثر من قيمة عظمى ( أو صغرى ) على ف .


 








مثال 2





 س +  1


س2 + 3





 1 ( س2 + 3 ) - 2 س ( س + 1 ) 


               ( س2 + 3 )2





  س2 + 3 – 2س2 – 2س  


         ( س2 + 3 )2





 -  س2– 2س + 3   


    ( س2 + 3 )2





×  - 1





 2 


 4





 1 


 2





 3 


 7





 1 


 2





 1 


 س





  نظرية رول : 


   نص النظرية :  إذا كانت الدالة د (س) :


                   1- متصلة على [ أ ، ب ] 


                   2- قابلة للاشتقاق على  [ أ ، ب ] 


                   3- د (أ) = د (ب) 


 فإنه يوجد نقطة واحدة على الأقل جـ Э  ( أ ، ب ) بحيث دَ (جـ) = صفر  





التفسير الهندسي للنظرية : 


إذا حققت الدالة شروط النظرية المذكورة 


∴ لا بد من وجود نقطة واحدة على الأقل 


 جـ Э ( أ ، ب )  على المنحنى بحيث ميل المماس 


 عندها // المحور السيني








                     حقق شروط رول ( إن أمكن) للدالة د (س) = س2 – 3س +2 على                         [ 1 ، 2 ] ثم أوجد قيمة جـ التي تعينها  النظرية    1419 / 2


بما أن الدالة كثيرة حدود ∴ متصلة على [ 1 ، 2 ] 


دَ (س) = 2س – 3 ∴ الدالة قابلة للاشتقاق على [ 1 ، 2 ] 


3- د (1) =  1 – 3 + 2 = صفر    ،   د (2) = 4 – 6 + 2 = صفر 


 ∴ د (1) = د (2)  ∴  الدالة تحقق شروط النظرية 


∴  توجد نقطة واحدة على الأقل جـ Э ( 1 ، 2 ) بحيث :


 دَ (جـ) = صفر          2 جـ - 3 = 0         2 جـ = 3      جـ =        Э ( 1،2 )  


 


           حقق شروط نظرية رول للدالة د (س) = س +       على [      ، 2 ] ثم أوجد جـ التي تعينها النظرية   1417 / 1


1- مجال الدالة = ح – { 0 } ∴  صفر ( أصفار المقام ) ∌ [     ، 2 ] 


  ∴ الدالة متصلة على [     ، 2 ]





2- دَ (س) = 1 -                    مجال دَ (س) = ح – {0}    


 





أ





ب





جـ





مثال 1





⇐





⇐





⇐





 3 


 2





مثال 2





 1 


 س





 1 


 2





 1 


 2





 1 


 2





 1 


 س2+





تذكر أن


في الدالة الكسرية تكون متصلة إذا كانت أصفار  مقامها ∌  للفترة المغلقة  المعطاة وتكون غير متصلة إذا كانت أصفار المقام ℈ للفترة المغلقة المعطاة .





∵ صفر ∌  (      ، 2 ) ∴ الدالة قابلة


 للاشتقاق على (      ، 2 ) 


 


3- د (     ) =      +        =





        + 2 =       2





 د (2) = 2 +      =       2





 د (       )  = د ( 2 )  ∴ الدالة تحقق شروط النظرية 





 ∴ توجد نقطة واحدة على الأقل جـ ℈ (      ، 2 ) بحيث :





 دَ (جـ )  = صفر ⇐ 1 -        = صفر  ⇐        = 1    ⇐    جـ2 = 1  


                  


 ⇐ جـ =      +  1℈  (      ، 2 )  مقبول     


                 - 1 ∌  (      ، 2 )  مرفوض








                حقق شروط نظرية رول للدالة د (س) =   4س – س2 على الفترة          [ 0 ، 4 ] ثم أوجد جـ التي تعينها النظرية ؟


الدالة معرفة بشرط 4س – س2 ≤ 0


الأصفار  4س – س2 = 0  ⇐ س ( 4 – س ) = 0  ⇐  س = 0  ،   س = 4 


∴ مجال الدالة = [0 ،  4]  


∵ الفترة المعطاة  [0 ،  4]  Ɔ   [0 ،  4]  المجال 


    ∴ الدالة متصلة على [0 ،  4]





 2- دَ (س) =  4  –   2س   =     2 –  س     0     


                  2  4س – س2       4س – س2


 دَ (س) معرفة في ( 0 ، 4)  ∴ الدالة قابلة للاشتقاق على (0 ، 4) 


 د (0) = صفر   ،   د (4) =  16 – 16 = صفر  ∴ الدالة تحقق شروط النظرية  
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 1 
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مثال 3





4





0





_





_





+





غير معرفة





غير معرفة





معرّفة





عكس





مثل





مثل





∴ توجد نقطة واحدة على الأقل جـ ℈ (0 ، 4) بحيث :  دَ (جـ) = صفر ⇐


  2 –   جـ   = صفر   ⇐ 2 – جـ = صفر  ⇐ جـ = 2 ℈ (0 ، 4)


  4س – س2  





               قرر  ما إذا كانت الدالة د (س) = ׀ س ׀ تحقق شروط رول على [-1 ، 1]                                                 أم لا؟


الدالة متصلة على [-1 ، 1] لأنها


  كثيرة الحدود على فتراتها الجزئية [-1 ، 0] ، [0 ، 1]   


الدالة غير قابلة للاشتقاق عند س = 0 ℈ (-1 ، 1) 


∴ الدالة لا تحقق شروط النظرية 

















نظرية القيمة المتوسطة :


إذا كانت الدالة د (س) :  1- متصلة على [أ ، ب] .       2- قابلة للاشتقاق على [أ ، ب].


  فإنه يوجد نقطة واحدة على الأقل جـ ℈ (أ ، ب) بحيث :





  دَ (جـ) =





التفسير الهندسي للنظرية :


إذا حققت الدالة شروط النظرية


 فإنه يوجد على الأقل جـ ℈ (أ ، ب)


 بحيث المماس عندها // الوتر


الواصل بين النقطتين (  أ ، د(أ) )  


 ، (  ب ، د(ب) )





                       أوجد قيمة جـ التي تعينها نظرية القيمة المتوسطة للدالة د (س) =


  ׀  س2 – 5 س – 6 ׀ على [1 ، 5] 1414 / 2


الأصفار   س2 – 5 س – 6 = 0 ⇐ (س – 6) ( س + 1) = 0 ⇐ س = 6  ،                                                       س = -1 ∴ د (س) = - (س2 – 5 س – 6) في [1 ، 5]   








  

















   








مثال 4





- س





س





0





لاحظ : دالة القيمة المطلقة غير قابلة  للاشتقاق عند أصفارها





 د (ب) - د (أ) 


     ب - أ





أ ، د (أ)





ب ، د (ب)





جـ





أ





ب
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 = - س2 + 5 س + 6 


 و بالتالي :   1- الدالة متصلة لأنها كثيرة حدود


 في [1 ، 5] 


 2- دَ (س) = - 2 س + 5  ∴ الدالة قابلة للاشتقاق 


  في  [1 ، 5]     ∴ الدالة تحقق شروط النظرية   ⇐ 


  


  دَ (جـ) =                       =                  =          = - 1 





⇐  - 2 جـ + 5 = - 1   ⇐   - 2 جـ = - 6   ⇐   جـ = 3  ℈ (1 ، 5)   








                أوجد باستخدام نظرية القيمة المتوسطة معادلة المماس لمنحنى الدالة  د (س) =


 س2 – 5 س + 6  الذي يوازي الوتر المار بالنقطتين (2 ، 0) ، (4 ، 2)؟   1413     


الدالة كثيرة حدود ∴ فهي متصلة على [2 ، 4] 


دَ (س) = 2 س – 5 ∴ الدالة قابلة للاشتقاق على (2 ، 4) ∴ توجد نقطة على الأقل     جـ ℈ (2 ، 4) بحيث :


                      دَ (س) =                          =                = 1 ميل المماس م


⇐ 2 جـ - 5 = 1  ⇐ 2 جـ = 6  ⇐ جـ = 3 الإحداثي السيني لنقطة المماس س1  


∴ د (3) = 9 – 15 + 1 = صفر الإحداثي الصادي لنقطة المماس ص1  


∵ معادلة المماس :  ص-  ص1 = م ( س – س1 ) 


  ص – صفر = 1 ( س – 3 ) ⇐ ص = س – 3  


⇐  س – ص = 3  معادلة المماس





             أوجد جـ التي تعينها نظرية القيمة المتوسطة للدالة  د (س) =  س -   س 


على [4 ، 9] ؟ 1416 / 1 


الدالة معرفة بشرط س ≤ 0 ∴ مجال الدالة [0 ، ∞) ∴ الدالة متصلة على [9،4]


دَ (س) = 1 -           ∴  دَ (س) معرفة في (0 ، ∞ )  ∴ الدالة قابلة للاشتقاق 


 على (4 ، 9)   ∴ الدالة تحقق شروط النظرية ⇐ دَ (جـ) =   





    =                =           د (9) = 9 -  9 = 9 – 3 = 6   





 











+


مثل





 














+


مثل





 














-


عكس





 














6





-1





 د (5)  -  د (1)  


      5  -  1    





  6  -  10  


      4    





- 4


4





 د (4)  -  د (2)  


      4  -  2    





  2  -  0  


      2    





مثال 2





مثال 3





   1   


2  س





 د (9)  -  د (4)  


      9  -  4    





  6  -  2  


      5    





  4  


5





     د (4) = 4 -  4    =     4 – 2    =   2 


   ∴  1 -            =          ⇐             = 1 -          =            





⇐ 2  جـ = 5   ⇐ جـ =          بالتربيع ⇐ جـ  =           =         6℈ (4 ، 9)   





  الدوال المطرودة – فترات التزايد و التناقص :


 تعريف  :  لتكن د دالة متصلة على [أ ، ب] :


تكون د متزايدة على [أ ، ب]   إذا كانت دَ (س) < الصفر لكل س ℈ (أ ، ب)  


تكون د متناقصة على [أ ، ب]  إذا كانت دَ (س) > الصفر لكل س ℈ (أ ، ب)


* خطوات إيجاد فترات التزايد و التناقص لدالة : 


 1- نوجد المجال .                                   2- نوجد النقاط الحرجة للدالة .


ندرس إشارة دَ (س) على خط الأعداد و من ثم التعرف على فترات التزايد و التناقص .





            أوجد فترات التزايد و التناقص للدالة د (س) = س3 –3س2 + 1 على مجالــــها ؟    1416 / 2 


مجال الدالة = ح   لأنها كثيرة حدود 


 دَ (س) = 3س2 – 6س = صفر   ⇐  3س (س – 2) = صفر 


  ⇐ إما  3س = 0 منها س = 3 ℈ المجال 


       أو س – 2 = 0 منها س = 2 ℈ المجال  


  ندرس إشارة دَ (س) 


الدالة متزايدة في


 ( - ∞ ، 0 ] U [ 2 ، ∞ )


متناقصة في [ 0 ، 2 ] 


                 





   1    


 2 جـ 





  4  


5





   1    


 2 جـ 





  4  


5





  1  


5





  5  


2





  25  


4





  1  


4





مثال 1





نقاط حرجة





2





0





∞





- ∞





مثل 


+





مثل 


+





عكس 


-





تذكر 


فترات التزايد و التناقص تكتب مغلقة    ∞ أو - ∞  دائماً إلا إذا كان أحد طرفيها 





                      


                    ابحث أطراد الدالة د (س) =   - س2  – 2 س + 8 على مجالها ؟





    الدالة معرفة بشرط – س2 – 2 س + 8  ≤  0 


    الأصفار   - س2 – 2 س + 8 = 0 ⇐ س2 + 2 س – 8 = 0 


    ⇐ (س + 4) (س – 2) = 0   ⇐  س = - 4     ،   س = 2 


    ∴ مجال الدالة = [ - 4 ، 2 ] 


 


  دَ (س) =





 =                              = صفر    ⇐ - س – 1 = 0





   ⇐ س = - 1  ℈ [ - 4 ، 2 ]   حرجة 


    ندرس إشارة دَ (س) 


  الدالة متزايدة في [-4 ، -1]


 الدالة متناقصة في [-1 ، 2]  








 


 * التقعر : 


   تعريف :      لتكن د قابلة للاشتقاق مرتين على الفترة ( أ ، ب ) 


        * تكون د مقعرة الأعلى على ( أ ، ب) إذا كان دً ( س) < 0  لكل س ℈ (أ ، ب) 


        * تكون د مقعرة الأسفل على ( أ ، ب )  إذا كان دً (س) > 0 لكل س ℈ (أ ، ب) 





        





مثال 2





- 4





2





مثل


- 


غير معرفة





مثل


- 


غير معرفة





عكس


+


معرفة





     - 2 س  -  2      


 2   - س2 –2س + 8





       -  س  - 1        


  - س2 –2س + 8





-


+





+


+





-4





2





-1





إشارة البسط


إشارة المقام





إشارة دَ(س)








⊕





⊖





 نقطة انعطاف





مقعر للأسفل





 مقعر للأعلى





 نقطة الانعطاف " الانقلاب "  :


إذا كان اتجاه تقعر د عن يسار النقطة جـ يختلف عنه عن يمينها فإن النقطة ( جـ ، د(جـ) ) هي نقطة الانقلاب .


 ملاحظة :  تكون النقطة ( جـ ، د(جـ) ) نقطة انعطاف إذا حققت الشروط التالية :


جـ ℈ مجال الدالة .


إشارة  دً (س) تختلف حول النقطة جـ .


 دً (جـ) = صفر .


 س / بيّن صحة أو خطأ العبارة : 


  إذا كانت جـ ℈ مجال الدالة القابلة للاشتقاق مرتين بحيث  دً (جـ) = صفر   فإن 


   ( جـ ، د(جـ) ) نقطة انقلاب .


  العبارة خاطئة و ذلك لأنه قد يكون تقعر الدالة لا يختلف حول النقطة جـ . 





                  أدرس تقعر المنحنى و بيّن نقط الانقلاب للدالة :


                    د (س) = س4 – 2س3 – 12س2 + 12 ؟


  المجال = ح 


 دَ (س) = 4س3 – 6س2 – 24س 


 دً (س) = 12س2 – 12س – 24 = صفر            ÷ 12 


           ⇐ س2 – س – 2 = 0                         ⇐  ( س – 2 ) ( س + 1 ) = 0


     ⇐ س = 2     ،       س = - 1 


ندرس إشارة دً (س) : 


  ∴ المنحنى مقعر للأعلى في ( - ∞ ، - 1 )


  و ( 2 ، ∞ )  ، مقعرة للأسفل في ( -1 ، 2 )


  و النقطة ( -1 ، 3 )   ، ( 2 ، -36 ) انعطاف 


 د ( -1 ) = 1 + 2- 12 + 12 = 3 


 د ( 2 ) = 16 – 16 – 48 + 12 = - 36 





                  أوجد قيمة  أ  ،  ب  بحيث تكون النقطة ( 1 ، 2 ) نقطة انقلاب للمنحنى 


                  ص = أ س3 + ب س2 ؟


∵ النقطة ( 1 ، 2 ) نقطة انقلاب للمنحنى  ص  فإن  صً ( 1 ) = صفر 


∴ صَ = 3 أ س2 + 2 ب س    





مثال 1





مثل 


+





مثل 


+





عكس 


-





2





-1





مثال 2





    صً = 6 أ س + 2 ب           ∴   6 أ + 2 ب = صفر  


   ⇐ 3 أ + ب = صفر   ....... (     


   ∵  ( 1 ، 2 ) انقلاب  ∴  ( 1 ، 2 )  ℈ للمنحنى 


     فهي تحقق معادلته :


     2 = أ + ب ....... ( 


  بحل ( ، ( معاً بالطرح 


  2 أ = - 2  ⇐ أ = - 1       من (   ⇐    ب = 3


 


  القيم العظمى و الصغرى المحلية :


   أولاً : باستخدام اختبار المشتقة الأولى : دَ ( س ) 


 * نوجد دَ (س) ثم نحل المعادلة دَ (س) = صفر و منها نوجد قيم س ( النقاط الحرجة )         . بشرط أن تنتمي لمجال الدالة .                                         


 * ثم ندرس إشارة دَ (س) على خط الأعداد و للتعرف على النقاط العظمى و الصغرى المحلية كما يلي :


  1- إذا كانت إشارة دَ (س) قبل النقطة الحرجة ( يسارها )   موجبة  و بعدها  سالبة  تكون النقطة عظمى محلية .


  








 2- إذا كانت إشارة دَ (س) قبل النقطة الحرجة  سالبة  و بعدها  موجبة  تكون النقطة                                                  .صغرى محلية .











  3- إذا لم تتغير إشارة دَ (س) حول النقطة الحرجة فهي 


   ليست قصوى محلية .








 ثانياً : اختبار المشتقة الثانية : دً 


  إذا كانت جـ نقطة حرجة للدالة د القابلة للاشتقاق مرتين فإن :


عندما دً (جـ) <  صفر ⇐ د (جـ) قيمة صغرى محلية 














 





جـ





+


-





+





جـ





جـ





+


-





-





+





-





  2- عندما دً (جـ) >  صفر ⇐ د (جـ) قيمة عظمى محلية .


 3- عندما دً (جـ) = صفر ⇐ لا يصلح اختبار المشتقة الثانية و لابد من اللجوء لاختبار 


   المشتقة الأولى .





                  حدد مواضع القيم العظمى و الصغرى لمحلية للدالة  د (س) 


                  = س3 – 6 س2 + 9 س – 5  ؟


 المجال = ح  


  دَ (س) = 3 س2 – 12 س + 9 = 0       ÷ 3


 ⇐ س2 – 4 س + 3 = 0


 ⇐( س – 3 ) ( س – 1 ) = 0          ⇐ س = 3    ،  س = 1


 ∴ النقطة ( 1 ، -1 ) عظمى محلية     د (1) = 1 – 6 + 9 – 5 = - 1 


     النقطة ( 3 ، - 5 ) صغرى محلية   د (3) = 27 – 54 + 27 – 5 = - 5  


     إشارة دَ (س) :      























                  حدد مواضع القيم العظمى و الصغرى المحلية للدالة  د (س)


                   =       س – جا س ؟    حيث س ℈ [ 0 ، 2 ط ]


 


 دَ (س) =      - جتا س = صفر            ⇐       جتا س =     


                   ⇐ س = 560 =     ℈  ( 0 ، 2 ط ) 


                      


                    س = 5300 =        ℈ ( 0 ، 2 ط )  


  دً (س) = جا س ∴  


 دً (    ) = جا 60  =     <  صفر  ⇐  (      ، د (     ) )   صغرى محلية 





   دً (       ) = جا 300 =        > صفر ⇐ (        ، د (       ) )  عظمى محلية     
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  رســم المنحنيـات ( كثيرات الحدود ) :


  لرسم منحنى أي دالة ( كثيرة حدود ) نتبع الخطوات الآتية : 


   أولاً :  معلومات من الدالة نفسها : 


   1- المجال 


   2- التناظر : * إذا كانت د ( - س ) = - د ( س ) ⇐  زوجية 


     و بالتالي المنحنى متناظر حول محور الصادات . 


   * إذا كانت د ( - س ) = - د ( س ) ⇐ د فردية 


    و بالتالي المنحنى متناظر حول نقطة الأصل . 


  3- نقاط التقاطع مع المحورين :


 نضع  س = 0             منها نوجد نقاط تقاطعه مع الصادي


 نضع ص = 0            منها نوجد نقاط تقاطعه مع السيني .


  ثانياً : معلومات من المشتقة الأولى :


  4- النقاط الحرجة و تصنيفها – و التزايد و التناقص .


  ثالثاً : معلومات من المشتقة الثانية :


   5- دراسة التقعر – و نقاط الانقلاب .


  6- نضع المعلومات السابقة و نقاط مساعدة ( إذا لزم الأمر ) ثم تنفيذ الرسم .








                    ارسم منحنى الدالة د (س) = س3 – 3س2 + 4   مع توضيح خطوات 


                    الحل ؟ 1417 / 1 


    1- المجال = ح لأنها كثيرة حدود 


    2- التناظر :  د (س) = ( - س )3 – 3 ( - س )2 + 4 


                              = - س3 – 3س2 + 4 


                              ≠   د (س) ليست زوجية     


                              ≠  - د (س) ليست فردية





   3- نقاط التقاطع مع المحورين :  نضع س = 0⇐ ص = 4  ∴ ( 0 ، 4 ) تقاطعه مع 


         المحور الصادي .


   4- النقاط الحرجة و تصنيفها – فترات التزايد و التناقص :  


      دَ (س) = 3س2 – 6س = 0 ⇐ 3س ( س – 2 ) = 0     








  





تذكر :


* زوجية : إذا كانت الأسس كلها زوجية .


* فردية : إذا كانت الأسس كلها فردية و لا يوجد ثابت .





مثال 1





المنحنى غير متناظر





أو





    ⇐     3 س  = 0 منها س = 0 


          س – 2 = 0 منها س = 2





      ندرس إشارة دَ (س) : 


  الدالة متزايدة في ( -∞  ، 0 ) و [ 2 ، ∞ ) 


  و متناقصة في [ 0 ، 2 ] و النقطة 


  ( 0 ، 4 ) عظمى محلية    د (0) = 4 


  ( 2 ، 0 ) صغرى محلية   د (2) = 8 – 12 + 4 = 0 


  5- التقعر و نقاط الانقلاب:


  دً (س) = 6س – 6 = صفر  ⇐ س = 1 


   ندرس إشارة دً (س) :


   المنحنى مقعر للأعلى في ( 0 ، ∞ )  


  مقعر للأسفل في ( - ∞ ، 0 ) 


   النقطة ( 1 ، 2 ) انقلاب د (1) = 1 – 3 + 4 = 2


  6- وضع النقاط في جدول :
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     د (3) = 27 – 27 + 4 = 4


     د (-1) = - 1 – 3 + 4 = 0


























  مسائل القيم القصوى التطبيقية :


  لحل مسألة القيم القصوى التطبيقية نتبع الخطوات الآتية :


تحديد علاقة بين متغيرات المسألة بمصاحبة الرسم – إن أمكن - .


تكوين دالة في التغير المطلوب جعله أكبر ما يمكن أو أصغر ما يمكن .
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   3- تحديد الفترة التي ينتمي إليها هذا المتغير .


   4- إيجاد القيم القصوى لتك الدالة على الفترة المذكورة كما تعلمنا سابقاً .


  


                   أوجد العددين الموجودين س ، ص اللذين مجموعهما يساوي  60  و 


                   حاصل الضرب س ص3 أكبر ما يمكن ؟   1416 / 2 


    س + ص = 60   ⇐     س = 60 – ص   -  العلاقة -


   الدالة ( حاصل ضرب )   =     س ص3 


   ⇐ د (ص)   =   ص3 ( 60 – ص )


  ∴ د (ص)   =   60 ص3 – ص4       الدالة حيث ص ℈  [ 0 ، 6 ] 


   دَ (ص) = 180 ص2 – 4ص3 = 0


   ⇐ 4ص2 ( 45 – ص ) = 0


   ⇐  إما     4ص2 = 0    منها ص = 0  ∌ ( 0 ، 6 ) 


         أو  45 – ص = 0   منها ص = 45 ℈ ( 0 ، 6 ) 





 بالتعويض في الدالة بالقيم { 45 ، 60 ، 0  } 


  د (45)  = (45)3 ( 60 – 45 ) = (45)3 × 15 <   الصفر


  د (60) = صفر             ،        د (0) = صفر


   ∴ عندما ص = 45   يجعل  حاصل الضرب أكبر ما يمكن 


   ∴ العددان هما   45  ،  15





                  عددان مجموعهما 30 أوجد هذين العددين بحيث يكون مربع أحدهما    


   مضافاً إليه مثلي الآخر أصغر ما يمكن ؟ 1418 / 2


  بفرض أن العددين  س ، ص 


  ∴ س + ص = 30     ⇐  ص = 30 – س 


  الدالة   =   س2 + 2 ص 


           =  س2 + 2 ( 30 – س )


 د (س) = س2 – 2 س + 60   الدالة حيث  س ℈ [ 0 ، 30 ]


 دَ (س) = 2 س – 2 = 0   ⇐ س = 1  ℈ ( 0 ، 30 )


 ∴  القيم الصغرى تتحقق عند { 0 ، 30 ، 1 } 


 ∵  د (0) = 60   ،   د (30) = 900 – 60 + 60 = 900


    د(1) = 1 – 2 + 60 = 59
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مثال 2





   ∴  يكون للدالة قيمة صغرى عند   س = 1


  و بالتالي يكون العددان    1  ،  29 





                   


                    نريد رسم منظر على ورقة مستطيلة مساحتها 200 سم2 إذا تركنا إطاراً


    من أعلى و من أسفل الورقة لكل منها بطول 1 سم و إطاراً من كل من الجانبين بطول 


   2 سم . فاحسب بُعدي الورقة لتكون مساحة المنظر أكبر ما يمكن ؟ 1418 / 1


  نفرض أن بُعدي الورقة   س سم  ، ص سم       س < 0 ، ص < 0


  فيكون بُعدي المنظر ( س – 4 ) سم  ، ( ص – 2 ) سم 


  مساحة الورقة = س × ص = 200


    ⇐ ص = 
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�
�



 مساحة المنظر = ( س – 4 ) × ( ص – 2 )





 د (س) = ( س – 4 ) (           - 2 ) 


  


    = 200 – 2س -           + 8 





   = 208 – 2س  -              





  دَ (س) = - 2 +           =                         = صفر ⇐   - 2 س2 + 800 = 0 





   ⇐ 2 س2 = 800  ⇐ س2 = 400 ⇐ س = + 20  ( حيث س = - 20 مرفوض )


    ندرس إشارة دَ (س) : 


   ∴ س = 20 هي النقطة الحرجة الوحيدة 


  ∴ فهي قيمة عظمى مطلقة ، أي أن عندما 


 س = 20 تكون مساحة المنظر أكبر ما يمكن


    و عندئذ ص = 10
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                      أوجد أكبر مساحة لمستطيل محيطه 20 سم ؟  1419 / 2


  نفرض أن بُعدي المستطيل س سم ، ص سم   حيث س <  0 ، ص  < 0


  محيط المستطيل = 2 ( س + ص ) = 20 ⇐ س + ص = 10 ⇐ ص = 10 – س 


  الدالة = المساحة = س × ص 


  ⇐ د (س) = س ( 10 – س ) 


      د (س) = 10 س – س2 حيث س ℈   [  0 ، 10 ] 


    دَ (س) = 10 – 2 س = 0 ⇐ س = 5 ℈ ( 0 ، 10 ) 


  ∴ القيمة العظمى تتحقق عند { 0 ، 10 ، 5 }


   ∵       د (0) = صفر    ،      د (10) = صفر      ،   د (5) = 25 


   ∴  أكبر مساحة للمستطيل = 25 سم2 عندما س = 5 سم ، ص = 5 سم








                    لأي قيم س ℈ [ 0 ،       ] تكون المسافة بين المنحنيين   ص =      س


       ص = جا س أكبر ما يمكن ؟   


 


  د (س) = جا س -       س         ( لاحظ أن جا س <       س في [ 0 ،       ] )  


 


 دَ (س) = جتا س -       = 0  





  ⇐ جتا س =             ⇐   س =        ( 60 ) ℈ ( 0 ،      ) 





 ∴ القيم العظمى تتحقق عند س ℈ {      ،  0  ،       } 





  د (0) = صفر      ،   د (      ) =       -        ×       = 0.866 – 0.523 = 0.343





  د (     ) = 1 -        ×        = 1 -         = 0.215 


   


  ∴ الدالة لها قيمة عظمى - أكبر ما يمكن -  عندما س =            
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 د (5) = 6


 د (1) = 10
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